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RESUMEN

La geometría conforme permite una representación simple de las primitivas que se usan
con frecuencia en la computación grá�ca, como lo son puntos, planos y esferas. Además,
este modelo conforme representado en 5D presenta una sola fórmula para cubrir todas las
intersecciones de las primitivas antes mencionadas.

El modelo conforme usa como marco de trabajo el álgebra geométrica, que permite
una simpli�cación de ciertas operaciones como calcular el área de un paralelogramo que
está representado por un bivector o el cálculo de un volumen representado por un trivector.

El objetivo de este trabajo es trabajar con estas primitivas en un área de la computación
grá�ca que son las colisiones e intersecciones. Para optimizar el tiempo de cómputo, se
pretende realizar el cálculo en programación paralela usando el GPU (Graphics Processor
Unit). Por último, no se utilizan volúmenes delimitadores de colisión para optimizar los
algoritmos; las colisiones se harán en el peor de los casos, triángulo a triángulo, de tal
manera de observar los tiempos de cómputo sin hacer una simpli�cación en los datos.

Palabras Claves: Geometría Conforme, Cálculo de Colisiones, Algebra Geométrica,
CUDA, Computación Paralela.
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GLOSARIO

BSP Partición Binaria del Espacio (BSP) es un método para subdividir recursiva-
mente un espacio en elementos convexos empleando hiperplanos. Esta subdi-
visión da lugar a una representación de la escena por medio de una estructura
de datos del árbol conocida como árbol de BSP.

Bump Mapping es una técnica de grá�cos computacionales 3D creada por James F.
Blinn en 1978. Consiste en dar un aspecto rugoso a las super�cies de los objetos.
Esta técnica modi�ca las normales de la super�cie sin cambiar su geometría.

Clipping es el proceso de cortar los triángulos de manera que ocupen el área visible.

CPU La unidad central de procesamiento o CPU (por el acrónimo en inglés de cen-
tral processing unit), o simplemente el procesador o microprocesador, es el
componente del computador y otros dispositivos programables, que interpreta
las instrucciones contenidas en los programas y procesa los datos.

Depth of Field se entiende tradicionalmente en óptica, y en fotografía en particular,
como la zona en la cual la imagen captada por el objetivo es nítida (es decir
enfocada), de manera que en la fotografía que se realice, las personas y objetos
que se encuentren dentro de esa zona aparecerán también nítidos.

DIRECTX DirectX es una colección de API desarrolladas para facilitar las complejas
tareas relacionadas con multimedia, especialmente programación de juegos y
vídeo, en la plataforma Microsoft Windows.

GPU La unidad de procesamiento grá�co o GPU (acrónimo del inglés graphics pro-
cessing unit) es un procesador dedicado al procesamiento de grá�cos u opera-
ciones de coma �otante, para aligerar la carga de trabajo del procesador central
en aplicaciones como los videojuegos y o aplicaciones 3D interactivas.

HyperThreading Es una marca registrada de la empresa Intel para nombrar su im-
plementación de la tecnología Multithreading Simultáneo también conocido
como SMT. Permite a los programas preparados para ejecutar múltiples hi-
los (multi-threaded) procesarlos en paralelo dentro de un único procesador,
incrementando el uso de las unidades de ejecución del procesador.

Malla Poligonal es una colección de triángulos y vértices que aproximan una super�cie
en 3D.

MultiCore Un microprocesador multinúcleo es aquel que combina dos o más proce-
sadores independientes en un solo paquete, a menudo un solo circuito integra-
do. Un dispositivo de doble núcleo contiene solamente dos microprocesadores
independientes.
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NURBS acrónimo inglés de la expresión Non Uniform Rational B-splines, es un modelo
matemático muy utilizado en la computación grá�ca para generar y representar
curvas y super�cies.

Octree Una grilla octree es una estructura árbol (informática) de datos en la cual
cada nodo interno tiene exactamente 8 hijos. Las grillas octree se usan mayor-
mente para particionar un espacio tridimensional, dividiéndolo recursivamente
en ocho octantes. Las grillas octree son las análogas tridimensionales de las
grillas quadtree.

OPENGL es una especi�cación estándar que de�ne una API multilenguaje y multi-
plataforma para escribir aplicaciones que produzcan grá�cos 2D y 3D.

Pixel Shader sirve para manipular un píxel, o lo que es lo mismo, aplicar un efecto
sobre la imagen (realismo, bump mapping, sombras, explosiones y efectos). Se
trata de una función grá�ca que calcula los efectos sobre una base per-pixel.
Dependiendo de la resolución, una cantidad de 2 millones de píxeles puede ser
necesario para ser renderizado,iluminado, sombreado, y color para cada marco.

Rasterization es el proceso por el cual una imagen descrita en un formato grá�co
vectorial se convierte en un conjunto de píxeles o puntos para ser desplegados en
un medio de salida digital, como una pantalla de computadora, una impresora
electrónica o una imagen de mapa de bits (bitmap).

SIMD (siglas en inglés de Single Instruction, Multiple Data, en español: Una Instruc-
ción, Múltiples Datos) es una técnica empleada para conseguir paralelismo a
nivel de datos.

Vertex Shader es una herramienta capaz de trabajar con la estructura de vértices de
�guras modeladas en 3D, y realizar operaciones matemáticas sobre ella para
de�nir colores, texturas e incidencia de la luz. Esto da libertad a los progra-
madores para realizar diferentes efectos, desde la deformación de un objeto
hasta la recreación de las olas del mar.



1

INTRODUCCIÓN

En la computación grá�ca uno de los espacios geométricos más utilizado es el euclídeo,
no obstante, algunos matemáticos y computistas han encontrado una forma de optimizar
y simpli�car algunas expresiones usando otros tipos de espacios geométricos. Un ejemplo
clásico se puede encontrar en la traslación de un punto, el espacio euclídeo aunque resuelve
este problema, no presenta una solución óptima ni elegante para ser implementada en un
computador (ya que el cálculo consiste en multiplicar por una matriz y sumar por un vec-
tor), por esa razón, se emplea otro tipo de espacio como el proyectivo [1], en este espacio
la traslación, rotación y escalado se simpli�can en una matriz 4x4, siendo efeciente para
ser implementado en un computador.

En ciertas ocasiones, algunos espacios o geometrías no necesariamente optimizan los
cálculos, pero si ayudan a expresar ciertas expresiones en forma sencilla o simple, un ejem-
plo es el modelo conforme. Este modelo es muy atractivo para la computación grá�ca,
ya que presenta propiedades muy importantes que no todos los espacios posee, como por
ejemplo, es homogéneo, preserva distancias y ángulos, entre otras propiedades que serán
mencionadas en el capítulo 2. Pero este espacio presenta el inconveniente de trabajar en
5D, haciendo que los cálculos no sean tan rápidos como el espacio euclideo 3D, o el espacio
proyectivo 4D.

Al tener este inconveniente, este trabajo implementa los algoritmos usando el GPU
(Graphics Processor Unit) para optimizar los tiempos de cómputo en comparación al
CPU. En la actualidad la programación por GPU se esta convirtiendo en un estándar. Las
empresas diseñadoras de programas, universidades, cientí�cos, entre otros, están utilizan-
do el poder del GPU, por su gran rapidez y simplicidad en su uso.

El cálculo de las intersecciones y detección de colisiones de objetos es ampliamente
utilizado en la computación grá�ca, tanto en el mundo cientí�co como en el de entrete-
nimiento. En este trabajo se de�nirán los algoritmos en la geometria conforme para las
colisiones de las primitivas básicas como son:

Intersección Recta-Recta.

Intersección Recta-Plano.

Intersección Plano-Plano.

Intersección Recta-Esfera.

Intersección Plano-Esfera.

Intersección Esfera-Esfera.
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Estas 6 intersecciones son fundamentales para cualquier librería de algoritmos de coli-
sión, y serán implementadas usando el GPU, comparando los tiempos de cómputo entre
el GPU y CPU.

Cabe mencionar que no hay un trabajo previo en el área de colisiones usando el mode-
lo conforme. No obstante, Daniel Fontijne y Leo Dorst [1] emplearon el modelo conforme
usando ray tracing. En ese trabajo sólo utilizaron la intersección Recta-Plano y Recta-
Esfera.

La estructura de este trabajo se divide de la siguiente manera, los dos primeros capí-
tulos, presentan el marco teórico matemático para resolver las intersecciones, en el primer
capítulo se detalla el álgebra geométrica, que es el marco de trabajo que usa la geometría
conforme que se estudia en el capítulo 2. El capítulo 3 presenta un marco teórico com-
putacional, explicando el origen de la programación paralela usando el GPU, y los últimos
capítulos 4 y 5 detallan la implementación y análisis de los algoritmos creados.
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CAPÍTULO I

ÁLGEBRA GEOMÉTRICA

Entre los variados enfoques utlizados en computación grá�ca, uno de los más recientes
es el uso del Álgebra Geométrica. Se explicará como es utilizada para resolver problemas
en el ámbito de la computación grá�ca, utilizando sus productos fundamentales, que son
el producto externo y el producto geométrico. Cabe mencionar que esta álgebra de�nida
sobre un espacio vectorial Rn, hereda ciertas propiedades de dicho espacio, como lo es la
distancia euclidiana, el producto interno, entre otros.

Dado lo extenso de ciertos temas básicos del área, no se tratarán el algebra vectorial,
números complejos, quaterniones, geométrica computacional, entre otros. Se asume que el
lector posee dichos conocimientos que pueden ser encontrados en las referencias [2], [3],
[4], [1], [5].

1 Producto Externo (Outer Product)

De�nición 1 Sean a y b dos vectores, el producto externo viene representado por la si-
guiente expresión:

a ∧ b (I.1)

y se representa con el signo ∧. Esta expresión describe a un plano orientado formado por
los vectores a y b, cuya magnitud es el área del paralelogramo que forman dicho vectores.

∥ a ∧ b ∥=∥ a ∥∥ b ∥ senθ (I.2)

Es importante recalcar que la expresión a ∧ b no es el producto vectorial en R3, en
primera instancia porque en ningún momento se especi�ca alguna dimensión para a y b. Y
aunque se muestra adelante cierta relación, ambos productos que suelen ser representados
por el signo ∧ no son lo mismo. Además el producto vectorial tiene como resultado un
vector, mientras que el producto externo es un �plano orientado o hiperplano orientado".

De esto último se tiene que el producto externo no es un vector, ni un escalar. El nom-
bre que se da al producto a ∧ b es bivector.

Como nota histórica, fue Herman G. Grassmann [1809-1877] en su libro de cálculo
geométrico Lineale Ausdehnungslehre quien introduce este producto externo y su signi�ca-
do [6], que luego también es mencionado en su libro Die Ausdehnungslehre, aunque fue el



4

matemático ingles William Cli�ord [1845-1879], quién toma las ideas de Grassman y la
formaliza en lo que hoy se conoce como álgebra geométrica [7].

Propiedades algebraicas

a ∧ b = −b ∧ a

a ∧ (b+ c) = a ∧ b+ a ∧ c

∥a ∧ a∥ = ∥a∥∥a∥sin0 = 0

La primera propiedad tiene parecido al producto vectorial donde a × b = −b × a. La
segunda da un comportamiento igual al producto escalar y la última indica que el producto
externo de dos vectores paralelos es igual 0, ya que dos vectores paralelos geométricamente
no forman ningún área.

Figura I.1: Orientación de un bivector

En la de�nición anterior se menciona que el plano formado por a y b tiene una ori-
entación. Se conoce que el producto vectorial retorna un vector perpendicular a los dos
vectores del producto, la dirección de este vector se crea por la regla de la mano derecha,
la cual indica si el vector va en dirección positiva o negativa. Para el producto externo se
aplica la misma regla, o lo que es lo mismo se dice que el producto tiene orientación posi-
tiva si va en dirección anti-horario o tiene orientación negativa si va en dirección horario.
De aquí la expresión a ∧ b = −b ∧ a, como se muestra en la �gura I.1

Por otra parte, el paralelogramo formado por a∧b no es único, en efecto, sea a′ = a+λb,
tenemos:

a′ ∧ b = (a+ λb) ∧ b

= a ∧ b+ λb ∧ b

= a ∧ b

(I.3)
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1.1 Producto externo en 2D y 3D

Una de las ventajas de trabajar en el álgebra geométrica es que funciona en cualquier
dimensión, y como ejemplo, se muestra el producto externo para vectores en R2 y R3.

Se van utilizar las bases ortonormales de dichos espacios usando la siguiente notación
e1, e2, e3.

Sean dos vectores en R2 escritos de la forma:

a = a1e1 + a2e2

b = b1e1 + b2e2
(I.4)

Aplicando el producto externo se obtiene:

a ∧ b = (a1e1 + a2e2) ∧ (b1e1 + b2e2)

= a1b1(e1 ∧ e1) + a1b2(e1 ∧ e2) + a2b1(e2 ∧ e1) + a2b2(e2 ∧ e2)
(I.5)

Usando las propiedades algebraicas:

e1 ∧ e1 = e2 ∧ e2 = 0 y e2 ∧ e1 = −e1 ∧ e2 (I.6)

Se tiene que:

a ∧ b = (a1b2 − a2b1)(e1 ∧ e2) =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ (e1 ∧ e2) (I.7)

Esta última expresión guarda relación con los números complejos, ya que el escalar
que multiplica al bivector e1 ∧ e2 es la magnitud del término imaginario que se obtiene al
multiplicar un número complejo por el conjugado del segundo número. Por lo tanto, a∧ b
es un área que multiplica a un bivector unitario, que en el caso de R2 es el plano formado
por el bivector e1 ∧ e2 donde descansan los vectores a y b. A continuación se presenta el
caso para R3.

Sean dos vectores en R3 escritos de la forma:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3

b = b1e1 + b2e2 + b3e3
(I.8)

Aplicando el mismo procedimiento para R2 y estas propiedades:

e1 ∧ e1 = e2 ∧ e2 = e3 ∧ e3 = 0 (I.9)
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e2 ∧ e1 = −e1 ∧ e2 e1 ∧ e3 = −e3 ∧ e1 e3 ∧ e2 = −e2 ∧ e3 (I.10)

Se tiene que:

a ∧ b = (a1b2 − a2b1)(e1 ∧ e2) + (a2b3 − a3b2)(e2 ∧ e3) + (a3b1 − a1b3)(e3 ∧ e1) (I.11)

Los términos que multiplican a cada bivector unitario, es el área del plano proyectado
formado por a ∧ b en cada uno de los bivectores, como se muestra en la �gura I.2.

Figura I.2: Áreas proyectadas de un bivector

De esto último se obtiene la siguiente igualdad:

∥a ∧ b∥2 = (a1b2 − a2b1)
2 + (a2b3 − a3b2)

2 + (a3b1 − a1b3)
2 (I.12)

Es decir, el área al cuadrado del bivector a∧ b es igual a la suma del cuadrado de todas
las áreas proyectadas. La demostración de esta igualdad se puede ver en [3].

2 Producto Geométrico (Geometric Product)

Antes de expresar el producto geométrico, se destaca lo siguiente, sean dos números
complejos:

z1 = a1 + ib1

z2 = a2 + ib2
(I.13)
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Se tiene que z1z
∗
2 es igual a:

z1z
∗
2 = (a1a2 + b1b2) + i(a2b1 − a1b2) (I.14)

Esta fórmula indica que z1z∗2 es igual a un escalar (producto interno) mas un área (pro-
ducto externo). William Cli�ord [3] observando esto, presentó una fórmula que generali-
zaba dicha ecuación para vectores de cualquier dimensión y que es el producto geométrico.

De�nición 2 Sean dos vectores a y b, su producto geométrico es:

ab = a · b+ a ∧ b (I.15)

Lo cual es la suma de un escalar y de un bivector. Esta expresión presenta los siguientes
axiomas.

a(bc) = (ab)c = abc

(λa)b = λ(ab) = λab

a(b+ c) = ab+ ac

(b+ c)a = ba+ ca

a2 = ∥a∥2

Es decir, este producto es asociativo y distributivo.

Debido a la antisimetría del producto externo se tiene que:

ba = b · a+ b ∧ a

= a · b− a ∧ b
(I.16)

Si ambos vectores son paralelos entonces:

a(λa) = λa · a+ λa ∧ a = λa · a (I.17)

(I.18)

Si los vectores son perpendiculares:

ab = a · b+ a ∧ b = a ∧ b (I.19)

ba = b · a+ b ∧ a = −a ∧ b = −ab (I.20)
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Es decir, en el caso de que los vectores sean perpendiculares el producto es anticonmu-
tativo.

Conociendo el producto geométrico, es posible escribir el producto interno y el producto
externo en términos de este producto, que viene expresado por las siguientes igualdades:

a ∧ b =
1

2
(ab− ba)

a · b = 1

2
(ab+ ba)

(I.21)

2.1 Producto Geométrico de la base

Antes de presentar el producto geométrico de los vectores de la base, se presenta la
siguiente notación a utilizar de aquí en adelante.

eiej = eij (I.22)

Donde i, j son los índices de la base. A continuación se muestra el producto e1e1.

e1e1 = e11 = e1 · e1 + e1 ∧ e1 (I.23)

Se conoce que e1 · e1 = 1 y e1 ∧ e1 = 0. Por lo tanto:

e1e1 = e21 = 1 (I.24)

Ahora se muestra el producto e1e2.

e1e2 = e12 = e1 · e2 + e1 ∧ e2 (I.25)

Como estos vectores son ortonormales e1 · e2 = 0, por lo tanto:

e12 = e1 ∧ e2 (I.26)

En el caso de tomar el orden inverso se tiene que e21 = −e12.

2.2 Propiedad imaginaria

Se considera ahora el cálculo del siguiente producto (e1 ∧ e2)
2.

(e1 ∧ e2)
2 = (e1 ∧ e2)(e1 ∧ e2) = e1e2e1e2 (I.27)
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Se tiene que

e1e2 = −e2e1 (I.28)

Por lo tanto

(e1 ∧ e2)
2 = −e1e1e2e2 = −e21e

2
2 = −1 (I.29)

Con este resultado se tiene que el álgebra geométrica guarda cierta relación con los
números complejos, ya que:

(e1 ∧ e2) = e12 =
√
−1 = I (I.30)

En este caso el álgebra geométrica usa la I mayúscula para evitar confusión con la i
minúscula usada para representar un número complejo.

De igual manera, si a un vector a se le aplica la siguiente multiplicación aI, el vector
de esa multiplicación sufre una rotación de 90◦ en sentido antihorario, y rotará en sentido
horario si se hace la multiplicación Ia. Algo que ocurre también en los números complejos.

2.3 Trivectores

Previamente se menciona que un bivector a ∧ b es un plano orientado cuya norma
es el área del paralelogramo que forman dichos vectores. Es natural pensar cual sería el
signi�cado de esta expresión a ∧ b ∧ c cuyo nombre es trivector.

De�nición 3 Un trivector representado de esta forma:

a ∧ b ∧ c (I.31)

Es un bivector a ∧ b que representa un área, que se mueve a largo de un tercer vector
c, formando así un paralelepípedo y por lo tanto un volumen.

Se tienen distintas maneras de agrupar los vectores para producir el mismo paralelepípe-
do, por ejemplo, es claro que:

(a ∧ b) ∧ c = (b ∧ c) ∧ a = (c ∧ a) ∧ b (I.32)

Como se muestra en la �gura I.3:
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Figura I.3: Volumen de un trivector

Consideremos los vectores a, b y c escritos como combinación lineal de las bases:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3

b = b1e1 + b2e2 + b3e3

c = c1e1 + c2e2 + c3e3

(I.33)

Al resolver a ∧ b ∧ c se obtiene expresiones como:

e1 ∧ e1 ∧ e1 = 0 e2 ∧ e2 ∧ e2 = 0 e3 ∧ e3 ∧ e3 = 0 (I.34)

Que claramente son 0, pero a su vez se tiene nuevas expresiones como:

e1 ∧ e2 ∧ e3 e1 ∧ e2 ∧ e1 e1 ∧ e2 ∧ e2, etc. (I.35)

Algunas de estas expresiones son igual a 0, por ejemplo, la segunda expresión se puede
leer como el bivector e1 ∧ e2 que se desplaza a través del vector e1 lo cual claramente es 0.

Aplicando lo ya mencionado y lo visto para el caso de los bivectores resulta que:

a ∧ b ∧ c =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ (e1 ∧ e2 ∧ e3) (I.36)

Este determinante en la expresión de arriba claramente es el volumen del paralelepípe-
do que se forman con los vectores a, b y c. Cabe destacar que en R3 también se tiene
propiedades imaginarias, es decir:

(e1 ∧ e2)
2 = −1

(e2 ∧ e3)
2 = −1

(e3 ∧ e3)
2 = −1

(I.37)

Mas aún,

(e1 ∧ e2 ∧ e3)
2 = −1 (I.38)
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De�nición 4 El álgebra geométrica usa el término grado para distinguir sus elementos,
por ejemplo, un escalar es de grado-0, un vector de grado-1, un bivector de grado-2, un
trivector de grado-3, y así sucesivamente. En cada álgebra se de�ne pseudoescalar como el
elemento de mayor grado del álgebra.

Por ejemplo, en R2 el álgebra posee los siguientes elementos:

Elemento Símbolo Grado

1 escalar λ 0
2 vectores e1, e2 1
1 bivector unit. e1 ∧ e2 = e12 2

Y el pseudoescalar en R2 sería el bivector unitario e1 ∧ e2 = e12. En el caso de R3 los
elementos son:

Elemento Símbolo Grado

1 escalar λ 0
3 vectores e1, e2, e3 1
3 bivectores e1 ∧ e2 = e12 2

e2 ∧ e3 = e23
e3 ∧ e1 = e31

1 trivector e1 ∧ e2 ∧ e3 = e123 3

Y el pseudoescalar es el trivector e123.

De�nición 5 Un multivector es una combinación lineal de los elementos del álgebra. Por
ejemplo, en R2 un multivector se escribe como:

A = λ0 + λ1e1 + λ2e2 + λ3e12 (I.39)

Estos multivectores, se pueden sumar, restar y multiplicar.

De�nición 6 El álgebra geométrica permite la división de vectores y bivectores, por lo
tanto la inversa de un vector a viene expresada de la siguiente manera:

a−1 =
a

a2
=

a

∥a∥2
(I.40)

La misma expresión se puede utilizar para calcular la inversa de un bivector B.

B−1 =
B

B2
=

B

∥B∥2
(I.41)
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3 Dualidad

A continuación se muestran los siguientes productos, considerando en primera instancia
R

2 y I = e1 ∧ e2.

Ie1 = e1e2e1 = −e2

Ie2 = e1e2e2 = e1

e1I = e1e1e2 = e2

e2I = e2e1e2 = −e1

(I.42)

En este ejemplo, se observa que Iei = −eiI. Ahora se muestra para el caso de R3 y
I = e1 ∧ e2 ∧ e3.

Ie1 = e1e2e3e1 = e2e3

Ie2 = e1e2e3e2 = e3e1

Ie3 = e1e2e3e3 = e1e2

e1I = e1e1e2e3 = e2e3

e2I = e2e1e2e3 = e3e1

e3I = e3e1e2e3 = e1e2

(I.43)

En el caso de R3, Iei = eiI, es decir, cuando el espacio sea de dimensión par, la
multiplicación es anticonmutativa Ia = −aI, y en el caso de que sea impar la multiplicación
es conmutativa Ia = aI. La generalización para cualquier espacio de dimensión n viene
dado por la expresión:

InA
r = (−1)r(n−1)ArIn (I.44)

Otro punto importante a destacar es el siguiente, el resultado de estás operaciones es
perpendicular al valor que multiplica el pseudoescalar, por ejemplo, Ie1 = e1e2e3e1 = e2e3
donde el bivector resultante es perpendicular a e1.

De�nición 7 La operación de multiplicar un elemento del álgebra por el pseudoescalar se
de�ne como transformación dual.

aI = a · I (I.45)

Esta operación sera conmutativa en espacio de dimensiones impares, y anticonmutativa
en espacio de dimensión par.
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4 Re�exión y Rotaciones

Existen varias maneras de rotar un objeto en 3D, ya sea al utilizar una notación
matricial [8], o se puede usar el poder de los quaterniones [9]. Este último es uno de los
más utilizados en el ámbito de la computación grá�ca y video juegos. A continuación se
presenta como el álgebra geométrica resuelve estos problemas, no se pretende entrar en
detalle en las demostraciones sino mostrar solo el resultado que nos permita realizar estas
operaciones.

4.1 Re�exión

Sea la �gura I.4, la siguiente fórmula es utilizada para re�ejar un vector a, en un plano
de vector normal n, la notación n̂ representa el vector normal unitario.

Figura I.4: Re�exión de un vector

a
′
= a− (2a.n̂)n̂ (I.46)

Posteriormente usando el álgebra geométrica sería:

a
′
= −n̂an̂ (I.47)

Esta fórmula tiene una estructura muy parecida a la expresión para rotar un vector
usando quaterniones. En el caso de que se quiera re�ejar un bivector B = a∧ b, se tendría
que aplicar la fórmula I.47 a cada vector del bivector.

a
′
= −n̂an̂

b
′
= −n̂bn̂

(I.48)
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Por lo tanto

B
′
= (−n̂an̂) ∧ (−n̂bn̂)

B
′
= (n̂an̂) ∧ (n̂bn̂)

(I.49)

O lo que es lo mismo

B
′
= n̂Bn̂ (I.50)

La demostración de estas fórmulas pueden encontrarse en la referencia [3].

4.2 Rotación

Una rotación puede ser vista como la ejecución de dos re�exiones. Sea la �gura I.5,
donde tenemos dos rectas n y m, creado a partir de dos vectores unitarios n̂ y m̂ respec-
tivamente. Y el ángulo de dicho vectores es θ.

Figura I.5: Rotación de un vector

El vector a es el que se quiere rotar, primero se re�eja en m formando así el vector b,
y luego este vector se re�eja en n, creando el vector c, este último vector forma un ángulo
con respecto a a de 2θ. En términos del álgebra geométrica se tiene que:

c = n̂m̂am̂n̂ (I.51)

Si establece R = n̂m̂

c = RaR̃ (I.52)
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Donde R̃ = m̂n̂ se de�ne como reversión de R y a R se le llama rotor. Cabe mencionar
que esto funciona para cualquier dimensión, además tiene cierto parecido a los números
complejos al poder expresar R en términos de la exponencial.

c = e−B̂ θ
2aeB̂

θ
2 (I.53)

Donde B̂ es el bivector unitario formado por n̂ y m̂. Además se tiene que:

e−B̂ θ
2 = cos

(
θ

2

)
− B̂sin

(
θ

2

)
(I.54)

La demostración de estas expresiones, pueden encontrarse en la referencia [3].

5 Algunas aplicaciones del álgebra geométrica

A continuación se presentan algunas aplicaciones del álgebra geométrica para resolver
ciertos cálculos en la computación grá�ca. En esta sección se presenta sólo algunos ejem-
plos, ya que son muchos los problemas los que se pueden resolver usando esta álgebra.

5.1 Punto dentro de un triángulo

Sea el triángulo de la �gura I.6. Para saber si el punto P0 puede estar en el triángulo
formado por P1, P2, P3, primero se calcula el volumen del trivector.

Figura I.6: Punto fuera de un triángulo

volumen = a ∧ b ∧ c

Como se expresó en la ecuación I.32 si este volumen es 0 implica que el punto esta en
el plano, más no asegura que este dentro del triángulo. Para ello se muestra la siguiente
�gura, suponiendo que el volumen es 0.



16

Figura I.7: Punto dentro de un triángulo

El paso siguiente es resolver las siguientes expresiones:

v12 ∧ v10 v23 ∧ v20 v31 ∧ v30

Cada uno de estos bivectores contiene una combinación lineal de los bivectores de la
base, como se vio en la expresión I.11. Si el signo de los escalares que acompañan a estos
bivectores son todos positivos en los 3 productos externos, entonces el punto se encuentra
dentro del triángulo. Si en uno de estos productos, el signo es negativo, entonces el punto
reside afuera del triángulo, y en el caso que una de las áreas sea igual a 0, implica que el
punto yace en uno de los bordes.

5.2 Orientación de un punto con relación a una recta

La �gura I.8 muestra el siguiente escenario, T y P son puntos de la recta, t, p sus
respectivos vectores y v = p− t.

Es claro, la siguiente expresión:

v ∧ (p− t) = 0 (I.55)

Ahora se sustituye p por un punto Q cualquiera, se tiene que el punto Q está en la
recta si:

v ∧ (q − t) = 0 (I.56)

Si Q se ubica por encima de la recta, la expresión anterior da positivo, y en el caso
de ser negativo estaría por debajo de la recta. La decisión de si está por debajo o por
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Figura I.8: Orientación de un punto con respecto a una recta

arriba, depende de la orientación horario o antihorario, como se explicó anteriormente en
la sección de bivectores.

5.3 Orientación de un punto con relación a un plano

En el caso de un plano es muy similar al anterior, sea la �gura I.9, donde se tiene un
plano formado por un bivector A, y los punto T y P yacen en el plano.

Figura I.9: Orientación de un punto con respecto a un plano A

La siguiente expresión es clara, por ser p− t paralelo al bivector A.
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A ∧ (p− t) = 0 (I.57)

Por lo tanto sea un punto Q cualquiera bastaría resolver esta expresión

A ∧ (q − t) = 0 (I.58)

Y se aplica el mismo criterio empleado con la recta, para determinar si el punto yace
en el plano, o se encuentra en algunos de los lados del mismo.

5.4 Distancia más corta de un punto a un plano

Sea el siguiente escenario mostrado en la �gura I.10, se quiere encontrar la distancia
más corta entre el punto P y el plano formado por A, o lo que es lo mismo, se quiere
encontrar ∥d∥.

Figura I.10: Corta distancia de un punto a un plano

De la �gura se deduce la siguiente expresión:

d = p− t− v (I.59)

Ahora

A ∧ v = 0 (I.60)
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Como el objetivo es encontrar la norma de d, se utiliza la siguiente expresión.

Ad = A · d+ A ∧ d (I.61)

Pero d es perpendicular al plano A, por lo tanto el producto interno es 0.

Ad = A ∧ d (I.62)

Pero en esta álgebra se tiene inversa, por lo tanto,

A−1Ad = A−1(A ∧ d) (I.63)

Lo que implica

d = A−1(A ∧ d) (I.64)

Sustituyendo el valor de d,

d = A−1(A ∧ (p− t− v)) (I.65)

Resolviendo queda,

d = A−1(A ∧ (p− t)) (I.66)

Y así se obtiene d y por consiguiente se puede calcular su norma.
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CAPÍTULO II

GEOMETRÍA CONFORME

En el área de la computación grá�ca (CG) es muy común el uso del espacio euclidiano
para resolver la mayoría de los problemas, no obstante, algunos problemas pueden simpli�-
carse o hacerse más e�ciente en otros espacios, como por ejemplo, en el espacio proyectivo.
Un ejemplo clásico en la computación grá�ca es la traslación, dicha transformación en el
espacio euclideo es no lineal haciendo que no se puede expresar la traslación, rotación y
escalado en una sola matriz, pero es en el espacio proyectivo [10], con el uso de coorde-
nadas homogéneas que se puede expresar estas 3 transformaciones en una sola matriz 4x4
simpli�cando así los cálculos.

Mas aún, la librería OpenGL muy utilizada en el desarrollo de programas grá�cos tra-
baja con el modelo proyectivo. Pero este modelo presenta algunas desventajas, como por
ejemplo, no se pueden representar círculos y esferas en dicho espacio, y la distancia del
espacio euclideo no se preserva en el espacio proyectivo.

La geométria conforme se muestra como una alternativa que se ha venido estudiando
muy recientemente en el área de la computación grá�ca [11]. Este modelo, usando el álgebra
geométrica como marco de trabajo, se presenta como una alternativa del espacio euclidiano
para resolver problemas de computación grá�cas en 3D y presenta características que lo
hacen muy atractivo para resolver problemas matemáticos, siendo algunos de ellos:

Homogeneidad.

Soporta puntos y líneas en el in�nito.

Provee de un mecanismo muy simple para representar objetos geométricos, como
esferas, círculos, lineas, etc.

Preserva ángulos y distancias.

Aunque estas propiedades son muy atractivas, realizar cálculos en dicho espacio puede
ser una tarea ardua, como se muestra en este capítulo. Pero esto no quita la elegancia en
la manera en como esta geometría trabaja los problemas.

Uno de los problemas a resolver son las siguientes seis intersecciones:

Recta-Recta.

Recta-Plano.
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Plano-Plano.

Recta-Esfera.

Plano-Esfera.

Esfera-Esfera.

Estas seis intersecciones son vitales en la computación grá�ca, y muy utilizadas en
otros ámbitos, como vídeo juegos, producciones cinematográ�cas, investigaciones cientí-
�cas, etc. El propósito de este capítulo es resolver estas seis intersecciones, y presentar
también otros cálculos necesarios en la CG como lo son la traslación, rotación, escalado y
re�exión.

No se pretende entrar a fondo en como el modelo conforme se crea o se genera, pero
para los interesados, una excelente explicación de esto puede ser encontrado en los libros
de Chris Doran y Anthony Lasenby [12] y L. Dorst, D. Fontijne y S. Mann [13].

1 Modelo Conforme

Usualmente en el espacio Euclideo 3D se trabaja con una base ortonormal, es decir,
e1.e1 = e2.e2 = e3.e3 = 1, pero no necesariamente en un espacio el producto interno de
las bases tiene que ser positivo. Fue Herman Minkowski, quién presentó un espacio de
4D, tal que e4.e4 = −1, estos valores positivos y negativos de�nen el signo de un espacio
y se escribe de la siguiente manera Rp,q, donde p son las dimensiones positivas y q las
dimensiones negativas.

De�nición 8 Un vector nulo X, es aquel cuya norma es igual a 0.

X ·X = ∥X∥2 = 0 (II.1)

Donde no necesariamente X = 0. Estos vectores pueden existir en espacios que tienen
signos mixtos.

De�nición 9 En la geometría conforme puntos en el espacio Rp,q, son representados co-
mo vectores nulos del espacio Rp+1,q+1. Por lo tanto, puntos del espacio euclideo R3,0 son
representados como vectores nulos del espacio conforme R4,1. Esto da una geometría de
5-dimensiones.

La base de esta geometría conforme se representa por el siguiente conjunto de vectores
(e1, e2, e3, e, ē) ortonormales. Donde:

e1 · e1 = e2 · e2 = e3 · e3 = e · e = 1 y ē · ē = −1 (II.2)
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De�nición 10 La geometria conforme de�ne los siguientes vectores nulos n y n̄ de la
siguiente manera:

n = e+ ē (II.3)

n̄ = e− ē (II.4)

Donde n es el vector en el in�nito y n̄ es el vector origen. Mas adelante se explica el
porque se le da estos nombres.

Usando lo visto en el capítulo I, se de�nen las siguientes tablas (1.1):

GP e ei ē

e 1 −eie eē
ei eie 1 eiē
ē −eē −eiē −1

. e ei ē

e 1 0 0
ei 0 1 0
ē 0 0 −1

∧ e ei ē

e 0 −ei ∧ e e ∧ ē
ei ei ∧ e 0 ei ∧ ē
ē −e ∧ ē −ei ∧ ē 0

GP n ei n̄

n 0 −ein 2− 2eē
ei ein 1 ein̄
n̄ 2− 2eē −ein̄ 0

. n ei n̄

n 0 0 2
ei 0 1 0
n̄ 2 0 0

∧ n ei n̄

n 0 −ei ∧ n −2eē
ei ei ∧ n 0 ei ∧ n̄
n̄ 2eē −ei ∧ n̄ 0

Algunos de estos resultados se encuentran demostrado en la referencia [3], y además
serán utilizados para calcular las intersecciones antes mencionadas.

1.1 Elementos del modelo conforme

La de�nición 2, muestra que este modelo posee 5 dimensiones, esto implica que un
multivector en esta geometría viene representado por 32 elementos: 1 escalar, 5 vectores,
10 bivectores, 10 trivectores, 5 quadvectores y 1 pseudoescalar. Que se muestran en la
siguiente tabla:

Elemento Símbolo

1 escalar λ

5 vectores e1, e2, e3, e, ē

10 bivectores e1 ∧ e2, e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ ē, e2 ∧ ē, e3 ∧ ē, e1 ∧ e, e2 ∧ e
e3 ∧ e, ē ∧ e

10 trivectores e1 ∧ e2 ∧ e3, e1 ∧ e2 ∧ ē, e1 ∧ e2 ∧ e, e1 ∧ e3 ∧ ē, e1 ∧ e3 ∧ e
e2 ∧ e3 ∧ ē, e2 ∧ e3 ∧ e, e1 ∧ ē ∧ e, e2 ∧ ē ∧ e, e3 ∧ ē ∧ e

5 quadvectores e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē, e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e, e1 ∧ e2 ∧ ē ∧ e, e1 ∧ e3 ∧ ē ∧ e
e2 ∧ e3 ∧ ē ∧ e

1 pseudoescalar e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē ∧ e
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Una vez de�nido los elementos de este espacio, se procede a describir las primitivas
que residen en este espacio y su funcionamiento.

1.2 Punto

Un punto en el espacio conforme se de�ne como el vector nulo:

F (x) = X = 2x+ x2n− n̄ (II.5)

Donde x en este caso es un punto en R3.

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 (II.6)

Ejemplo, sea un punto x = (1, 0, 2) en R3, su vector nulo correspondiente en el espacio
conforme:

X = 2(e1 + 2e3) + 5n− n̄

= 2e1 + 4e3 + 5n− n̄
(II.7)

En la de�nición 3 se señala que n representa el in�nito y n̄ el origen, a continuación se
muestra el por qué de esta asignación. Si x = (0, 0, 0), se tiene:

X = −n̄ (II.8)

De aquí que n̄ apunte al origen. Ahora sea la siguiente expresión:

X · n̄ = 2(x · n̄) + x2(n̄ · n)− n̄ · n̄ = 2x2 (II.9)

Por lo tanto:

2
X

X · n̄
= 2

2x+ x2n− n̄

2x2

= n+
2x− n̄

x2

(II.10)

Es claro, que si x → ∞ la expresión 2x−n̄
x2 → 0. De aquí que n apunta hacia el in�nito.

Sea X e Y dos puntos del espacio conforme, se tiene las siguientes expresiones [3]:

X · Y = −2(x− y)2 (II.11)

X ∧ Y =4(x ∧ y) + 2y2(x ∧ n)− 2(x ∧ n̄)− 2x2(y ∧ n)

− x2(n ∧ n̄) + 2(y ∧ n̄) + y2(n ∧ n̄)
(II.12)

Destacando que la ecuación (II.12) señala que el producto interno de X e Y guarda
relación con la distancia de ambos puntos en R3.
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1.3 Recta

Sean dos puntos en el espacio conforme P1 y P2:

P1 = 2x1 + x2
1n− n̄ (II.13)

P2 = 2x2 + x2
2n− n̄ (II.14)

Una recta en el modelo conforme se representa por la siguiente expresión:

L = P1 ∧ P2 ∧ n (II.15)

L = 4(x1 ∧ x2 ∧ n)− 2(x2 − x1) ∧ n ∧ n̄ (II.16)

La demostración de esta expresión se encuentra en el apéndice A.

Si la recta en R3, pasa por el origen, es decir, x1 = αx2. El primer trivector se hace 0,
por lo tanto, L para una recta por el origen en R3, se expresa:

L = −2(x2 − x1) ∧ n ∧ n̄

= −2(αx1 − x1) ∧ n ∧ n̄

= −2(α− 1)x1 ∧ n ∧ n̄

(II.17)

Asimismo, en la ecuación II.16 se puede notar que el segundo trivector guarda relación
con el vector dirección de la recta.

Se muestra el siguiente ejemplo, sean dos punto en R3, x1 = (1, 1, 0) y x2 = (1, 0, 0),
se tiene que la recta viene representada por:

L = 4(e1 + e2) ∧ e1 ∧ n− 2(e1 − e1 − e2) ∧ n ∧ n̄

= 4e2 ∧ e1 ∧ n+ 2e2 ∧ n ∧ n̄
(II.18)

Un último punto a considerar es el siguiente, sea un tercer punto en el espacio conforme
X tenemos que si L ∧ X = 0, entonces X vive en la recta. En el caso que L ∧ X ̸= 0
implica que X no vive en la recta.

Siguiendo el ejemplo de arriba, se considera el punto x = (1,−1, 0) que claramente
vive en la recta, el punto conforme asociado es X = 2(e1 − e2)+ 2n− n̄. Se calcula L∧X:
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L = (4e2 ∧ e1 ∧ n+ 2e2 ∧ n ∧ n̄) ∧ (2(e1 − e2) + 2n− n̄)

= 8(e2 ∧ e1 ∧ n) ∧ (e1 ∧ e2) + 8e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n− 4e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄+

+ 4(e2 ∧ n ∧ n̄) ∧ (e1 ∧ e2)− 4e2 ∧ n ∧ n̄ ∧ n+ 2e2 ∧ n ∧ n̄ ∧ n̄

= −4e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄+ 4e2 ∧ n ∧ n̄ ∧ e1

= −4e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄+ 4e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄

= 0

(II.19)

Lo cual veri�ca que el punto reside en la recta. Ahora se considera el punto x = (0, 2, 0)
que no vive en la recta, su punto conforme es X = 2e2 + 4n− n̄. Por lo tanto L ∧X:

L = (4e2 ∧ e1 ∧ n+ 2e2 ∧ n ∧ n̄) ∧ (2(e2) + 2n− n̄)

= −4(e2 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄)

̸= 0

(II.20)

Lo que veri�ca lo antes mencionado.

1.4 Círculo

Aunque no se va a trabajar con esta primitiva, ya que su uso en la computación grá�ca
para las operaciones básicas no es común, igual se de�ne como un trivector:

C = P1 ∧ P2 ∧ P3 (II.21)

Donde P1, P2 y P3 son puntos en el modelo conforme.

El radio se obtiene con la siguiente fórmula:

ρ2 =
−C2

(C ∧ n)2
(II.22)

Y su centro es:

ε = CnC (II.23)

1.5 Plano

Sean tres puntos en el espacio conforme P1, P2 y P3. Un plano en el modelo conforme
se de�ne con la siguiente expresión:

π = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n (II.24)
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Esta expresión es simple para su uso en computación grá�ca, ya que la mayoría de los
cálculos con mallas geométricas se realizan con triángulos.

Resolviendo L, si tiene que:

π = 8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n)

+ 4 [(x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄)− (x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄) + (x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄)]
(II.25)

Esta demostración se encuentra en el apéndice A. Cabe mencionar que para veri�car
si un punto se encuentra en el plano se veri�ca que L∧X = 0, donde X en un vector nulo
en el espacio conforme, en caso de que no sea igual a 0 entonces el punto reside fuera del
plano.

1.6 Esfera

Una esfera se de�ne en el modelo conforme como un quadvector:

S = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4 (II.26)

Donde P1, P2, P3 y P4 son puntos en el modelo conforme.

Resolviendo S, se tiene que:

S =16(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ x4)− 8x2
3(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ n) + 8(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ n̄)

− 8x2
1(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ n) + 8(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ n̄)− 8x2

2(x3 ∧ x1 ∧ x4 ∧ n)

+ 8(x3 ∧ x1 ∧ x4 ∧ n̄) + (4x2
3 − 4x2

2)(x1 ∧ x4 ∧ n ∧ n̄) + (4x2
1 − 4x2

3)(x2 ∧ x4 ∧ n ∧ n̄)

(4x2
2 − 4x2

1)(x3 ∧ x4 ∧ n ∧ n̄) + 8x2
4(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n) + (4x2

4 − 4x2
3)(x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄)

(4x2
4 − 4x2

1)(x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄) + (4x2
4 − 4x2

2)(x3 ∧ x1 ∧ n ∧ n̄)− 8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n̄)

Esta demostración se encuentra en el apéndice A.

El radio de la esfera viene dada por la siguiente expresión [3]:

ρ2 =
−S2

(S ∧ n)2
(II.27)

Y el centro es:

ε = SnS (II.28)
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2 Transformaciones

2.1 Traslación

En el capítulo 1, se mencionó que un rotor es de la forma:

R = e−B̂ θ
2 (II.29)

Con este rotor se rota un vector en R3 en un angulo θ. En el modelo conforme una
traslación toma la misma noción de los rotores. Sea R de�nido de la siguiente manera:

R = e
na
2 (II.30)

Donde n es el vector in�nito y a es un vector en el espacio R3,0. Es claro que a y n son
ortogonales, por lo tanto su producto interno a · n = 0. Entonces:

(na)2 = nana = −anna = 0 (II.31)

Si la ecuación II.30 se reescribe utilizando la serie de Taylor, tenemos:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ ... (II.32)

Pero a partir del segundo término, todos se anulan.

Ta = e
na
2 = 1 +

na

2
(II.33)

T̃a = 1− na

2
(II.34)

Ahora se muestran las siguientes expresiones:

TaxT̃a = x+ n(a · x)
TanT̃a = n

Tan̄T̃a = n̄− 2a− a2n

(II.35)

Las demostraciones se encuentran en [3].

Si se considera un punto en el modelo conforme F (x) = 2x+x2n− n̄, para un x ∈ R3,
se tiene lo siguiente:

TaF (x)T̃a = Ta(2x)T̃a + Ta(x
2n)T̃a − Ta(n̄)T̃a

= 2(x+ n(a · x)) + x2n− n̄+ 2a+ a2n

= 2x+ 2n(a · x) + x2n− n̄+ 2a+ a2n

TaF (x)T̃a = 2(x+ a) + (x+ a)2n− n̄

(II.36)

Lo que claramente es una traslación de x en a unidades.
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2.2 Rotación

Las rotaciones en el modelo conforme siguen los mismos lineamientos que se vieron en
el capítulo 1, es decir, sea F (x) = 2x+ x2n− n̄, la rotación de F (x) se expresa como:

X ′ = RF (x)R̃ (II.37)

Donde R:

R = cos(θ/2)− B̂sin(θ/2) (II.38)

Siendo B̂ un bivector unitario y θ el angulo de rotación.

Por ejemplo, si se quiere rotar F (x) donde x = a1e1 + a2e2 + a3e3 alrededor del eje
Y = e2, se toma B̂ = e3e1:

X ′ = cos(θ/2)− e3e1sin(θ/2)F (x)cos(θ/2) + e3e1sin(θ/2) (II.39)

Resolver esta ecuación da como resultado un X ′ = 2x′ + x′2n− n̄, donde:

x′ =(a1 cos
2 α− a1 sin

2 α+ 2a3 sinα cosα)e1+

a2e2+

(a3 cos
2 α− a3 sin

2 α− 2a1 sinα cosα)e3

(II.40)

La demostración de esta expresión se encuentra en el apéndice A.

Además, con el uso de rotores se puede expresar la rotación y traslación como un solo
rotor, es decir:

X ′ = RF (x)R̃ (II.41)

Donde,

R = TaRT̃a y R̃ = T̃−aR̃T̃−a (II.42)

Siendo a el vector de desplazamiento. La construcción de este rotor se puede encontrar
en [3].
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2.3 Dilatación (Escalamiento o Escalado)

Esta operación consiste en encoger o estirar un vector. Y al igual como la traslación y
rotación empleamos un rotor para ello. La idea descrita por Doran y Lasenby consistía en
multiplicar por e−α de la siguiente manera:

Sea,

Dα = e
αN
2 = cosh(α/2) + sinh(α/2)N (II.43)

Donde N = eē = 1
2
n̄ ∧ n. Por lo tanto:

F (e−αx) = e−αDαF (x)D̃α (II.44)

De esta forma se escala un vector en el modelo conforme, por ejemplo, si se quiere
escalar un vector por un factor de 3 unidades, se obtiene que:

eα =
1

3
⇒ α = ln(0,33) = −1,108. (II.45)

Por otro lado se tiene que::

D−1,108 = cosh(−1,108/2) + sinh(−1,108/2)N (II.46)

Por lo tanto solo se calcularía la siguiente expresión:

F (e1,108x) = e1,108D−1,108F (x)D̃−1,108 (II.47)

Ahora esta escala se realiza usando el origen como pivote. Si se desea escalar cualquier
vector sin importar su ubicación se tendría que:

Dα = e

(
α

2

A ∧ n

A · n

)
(II.48)

Donde A = F (a), siendo a el vector de traslación. Los detalles de su construcción y las
demostración pueden ser encontrados en [3] y [12].

2.4 Re�exión

En el capítulo I (I.4.1) se menciona que re�ejar usando el álgebra geométrica tenía la
siguiente representación:

a = −n̂an̂ (II.49)
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La geometría conforme presenta una representación similar, es decir, una re�exión en
el modelo conforme tiene la siguiente representación [12]:

X ′ = πXπ (II.50)

Donde π es el plano en el cual se re�eja, y X es el punto en el modelo conforme a
re�ejar. En el apéndice A se muestra la resolución de esta ecuación.

3 Intersecciones de primitivas

Una de las ventajas del modelo conforme, es la manera en como se manejan las inter-
secciones, se muestra que prácticamente con una sola fórmula podemos sacar información
sobre la intersección de los diferentes elementos de la geometría. No se pretende demostrar
o deducir dichas fórmulas, una explicación detallada se encuentra en las referencias [12]
y [14].

El operador a utilizar para indicar intersección será ∨. Además se van a usar un máximo
de 8 puntos en R3 que se de�nen de la siguiente manera:

x1 = a1e1 + a2e2 + a3e3, x5 = q1e1 + q2e2 + q3e3

x2 = b1e1 + b2e2 + d3e3, x6 = w1e1 + w2e2 + w3e3

x3 = c1e1 + c2e2 + c3e3, x7 = p1e1 + p2e2 + p3e3

x4 = d1e1 + d2e2 + d3e3, x8 = z1e1 + z2e2 + z3e3

Y sus puntos en el modelo conforme están representados como:

P1 = 2x1 + x2
1n− n̄, P5 = 2x5 + x2

5n− n̄

P2 = 2x2 + x2
2n− n̄, P6 = 2x6 + x2

6n− n̄

P3 = 2x3 + x2
3n− n̄, P7 = 2x7 + x2

7n− n̄

P4 = 2x4 + x2
4n− n̄, P8 = 2x8 + x2

8n− n̄

Por último se presenta una de�nición que se va a emplear en las intersecciones.

De�nición 11 Sea A, algún elemento del álgebra de�nimos el dual de A, como A∗,

A∗ = IA (II.51)

3.1 Intersección Recta-Recta

Sean dos rectas, L1 = P1 ∧ P2 ∧ n y L2 = P3 ∧ P4 ∧ n la intersección viene dada por la
fórmula,

B = (L1 ∨ L2)
∗ = (IL1) · L2 = (L1) · (IL2) (II.52)
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Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.1), B es igual a,

B =(α2β5 − α3β4 + α4β3 − α5β2)e1e2e+ (α3β6 − α1β5 + α5β1 − α6β3)e2e3e

+ (α1β4 − α2β6 + α6β2 − α4β1)e3e1e+ (α2β5 − α3β4 + α4β3 − α5β2)e1e2ē

+ (α3β6 − α1β5 + α5β1 − α6β3)e2e3ē+ (α1β4 − α2β6 + α6β2 − α4β1)e3e1ē

+ (α6β5 − α5β6)e1eē+ (α4β6 − α6β4)e2eē+ (α5β4 − α4β5)e3eē

+ (α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1)e

+ (α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1)ē

(II.53)

Donde α y β toman los valores,

α1 = (a1b2 − a2b1), β1 = (c1d2 − c2d1)

α2 = (a2b3 − a3b2), β2 = (c2d3 − c3d2)

α3 = (a3b1 − a1b3), β3 = (c3d1 − c1d3)

α4 = (a1 − b1), β4 = (c1 − d1)

α5 = (a2 − b2), β5 = (c2 − d2)

α6 = (a3 − b3), β6 = (c3 − d3)

De la expresión II.53, el valor que determina la existencia de una intersección es,

(α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1) (II.54)

Si este valor es igual a 0, implica que las dos rectas se intersectan.

3.2 Intersección Recta-Plano

Sea la recta L = P1 ∧ P2 ∧ n y el plano Π = P3 ∧ P4 ∧ P5 ∧ n la intersección viene
determinada por,

B = (Π ∨ L) = (IΠ) · L (II.55)

Como se demuestra en el apéndice A (A.2.2), B es la siguiente expresión,

B =(ω2β3 + ω1β4 − ω4β1)e1e+ (ω2β3 + ω1β4 − ω4β1)e1ē

(ω3β1 − ω2β2 + ω1β5)e2e+ (ω3β1 − ω2β2 − ω1β5)e2ē

(−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6)e3e+ (−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6)e3ē

(−ω3β4 − ω4β5 − ω2β6)eē

(II.56)

Donde β y ω son iguales a,
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β1 = (a1b2 − a2b1)

β2 = (a2b3 − a3b2)

β3 = (a3b1 − a1b3)

β4 = (a1 − b1)

β5 = (a2 − b2)

β6 = (a3 − b3)

(II.57)

ω1 = (c1d2q3 + c2d3q1 + c3d1q2 − c2d1q3 − c3d2q1 − c1d3q2)

ω2 = (c1d2 − c2d1 − c1q2 + c2q1 + d1q2 − d2q1)

ω3 = (c2d3 − c3d2 − c2q3 + c3q2 + d2q3 − d3q2)

ω4 = (c3d1 − c1d3 − c3q1 + c1q3 + d3q1 − d1q3)

(II.58)

Calculando B2 se obtiene información sobre la intersección,

B2 = (ω3β4 + ω4β5 + ω2β6)
2 (II.59)

Esta última expresión tiene dos posibles casos:

1. Si B = 0, implica que la recta es paralela al plano, pero hay dos opciones, que la
recta este contenida en el plano o sea paralela al mismo, para determinar esto último,
se toma la expresión (−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6) si esta expresión es igual a 0, entonces
la recta vive en el plano, de lo contrario la recta no reside en el plano.

2. Si B > 0, entonces la recta intersecta al plano en un punto.

3.3 Intersección Recta-Esfera

Sea la recta L = P1 ∧P2 ∧ n, y la esfera E = P3 ∧P4 ∧P5 ∧P6 la intersección se de�ne
por,

B = (E ∨ L) = (IE) · L (II.60)

Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.3), B viene dado por,

B =(µ3β3 + µ1β4 − µ5β1)e1e+ (µ2β4 + µ3β3 − µ5β1)e1ē

+ (µ4β1 + µ1β5 − µ3β2)e2e+ (µ4β1 + µ2β5 − µ3β2)e2ē

+ (µ5β2 + µ1β6 − µ4β3)e3e+ (µ5β2 + µ2β6 − µ4β3)e3ē

+ (µ2β1 − µ1β1)e1e2 + (µ2β2 − µ1β2)e2e3 + (µ2β3 − µ1β3)e3e1

− (µ4β4 + µ5β5 + µ3β6)eē

(II.61)
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Donde β es igual a las expresiones (II.57) y µ es igual a,

µ1 =α124(1− x2
5) + α234(1− x2

3) + α314(1− x2
4) + α123(x

2
6 − 1)

µ2 =α123(1 + x2
6)− α124(1 + x2

5)− α234(1 + x2
3)− α314(1 + x2

4)

µ3 =ad12(x
2
5 − x2

4) + bd12(x
2
3 − x2

5) + cd12(x
2
4 − x2

3) + ab12(x
2
6 − x2

5)

+ bc12(x
2
6 − x2

3) + ca12(x
2
6 − x2

4)

µ4 =ad23(x
2
5 − x2

4) + bd23(x
2
3 − x2

5) + cd23(x
2
4 − x2

3) + ab23(x
2
6 − x2

5)

+ bc23(x
2
6 − x2

3) + ca23(x
2
6 − x2

4)

µ5 =ad31(x
2
5 − x2

4) + bd31(x
2
3 − x2

5) + cd31(x
2
4 − x2

3) + ab31(x
2
6 − x2

5)

+ bc31(x
2
6 − x2

3) + ca31(x
2
6 − x2

4)

(II.62)

Donde,

α124 = (c1d2w3 + c2d3w1 + c3d1w2 − c2d1w3 − c3d2w1 − c1d3w2)

α234 = (d1w2w3 + d2q3w1 + d3q1w2 − d2q1w3 − d3q2w1 − d1q3w2)

α314 = (w1c2w3 + q2c3w1 + q3c1w2 − q2c1w3 − q3c2w1 − q1c3w2)

α123 = (c1d2q3 + c2d3q1 + c3d1q2 − c2d1q3 − c3d2q1 − c1d3q2)

(II.63)

Y las variables del tipo ad12, bc23, etc, se expresan con la siguiente notación,

xyij = xi+2yj+2 − xj+2yi+2

Calculando B2 se obtiene,

B2 =− (µ3β3 + µ1β4 − µ5β1)
2 + (µ2β4 + µ3β3 − µ5β1)

2

− (µ4β1 + µ1β5 − µ3β2)
2 + (µ4β1 + µ2β5 − µ3β2)

2

+ (µ5β2 + µ1β6 − µ4β3)
2 + (µ5β2 + µ2β6 − µ4β3)

2

− (µ2β1 − µ1β1)
2 − (µ2β2 − µ1β2)

2 − (µ2β3 − µ1β3)
2

+ (µ4β4 + µ5β5 + µ3β6)
2

(II.64)

Esta última expresión tiene tres posibles casos:

1. Si B2 = 0, la recta es tangente a la esfera.

2. Si B2 > 0, la recta intersecta a la esfera en dos puntos.

3. Si B2 < 0, la recta no intersecta a la esfera.
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3.4 Intersección Plano-Plano

Sean dos planos Π1 = P1∧P2∧P3∧n y Π2 = P4∧P5∧P6∧n, la intersección se de�ne
por,

B = (Π1 ∨ Π2) = (IΠ1) · Π2 (II.65)

Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.4), B es la siguiente expresión,

B =(ω4λ2 − ω2λ4)e1eē+ (ω2λ3 − ω3λ2)e2eē+ (ω3λ4 − ω4λ3)e3eē

(ω2λ1 − ω1λ2)e1e2e+ (ω3λ1 − ω1λ3)e2e3e+ (ω4λ1 − ω1λ4)e3e1e

(ω2λ1 − ω1λ2)e1e2ē+ (ω3λ1 − ω1λ3)e2e3ē+ (ω4λ1 − ω1λ4)e3e1ē

(II.66)

Donde ω y λ son iguales a,

ω1 = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)

ω2 = (a1b2 − a2b1 − a1c2 + a2c1 + b1c2 − b2c1)

ω3 = (a2b3 − a3b2 − a2c3 + a3c2 + b2c3 − b3c2)

ω4 = (a3b1 − a1b3 − a3c1 + a1c3 + b3c1 − b1c3)

(II.67)

λ1 = (d1q2w3 + d2q3w1 + d3q1w2 − d2q1w3 − d3q2w1 − d1q3w2)

λ2 = (d1q2 − d2q1 − d1w2 + d2w1 + q1w2 − q2w1)

λ3 = (d2q3 − d3q2 − d2w3 + d3w2 + q2w3 − q3w2)

λ4 = (d3q1 − d1q3 − d3w1 + d1w3 + q3w1 − q1w3)

(II.68)

Calculando B2,

B2 =(ω4λ2 − ω2λ4)
2 + (ω2λ3 − ω3λ2)

2 + (ω3λ4 − ω4λ3)
2 (II.69)

Se obtienen dos posibles casos,

1. Si B = 0, los planos son paralelos.

2. Si B > 0, los planos se intersectan

3.5 Intersección Esfera-Plano

Sea una esfera E = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4 y un plano Π = P5 ∧ P6 ∧ P7 ∧ n, la intersección
se de�ne por,

B = (E ∨ Π) = (IE) · Π (II.70)
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Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.5), B se expresa como,

B =(µ5ω2 − µ3ω4)e1eē+ (µ3ω3 − µ4ω2)e2eē+ (µ4ω4 − µ5ω3)e3eē

+ (µ3ω1 − µ1ω2)e1e2e+ (µ4ω1 − µ1ω3)e2e3e+ (µ5ω1 − µ1ω4)e3e1e

+ (µ3ω1 − µ2ω2)e1e2ē+ (µ4ω1 − µ2ω3)e2e3ē+ (µ5ω1 − µ2ω4)e3e1ē

+ (µ1ω1 − µ2ω1)e1e2e3

(II.71)

Donde µ y ω son iguales a,

µ1 =α124(1− x2
3) + α234(1− x2

1) + α314(1− x2
2) + α123(x

2
4 − 1)

µ2 =α123(1 + x2
4)− α124(1 + x2

3)− α234(1 + x2
1)− α314(1 + x2

2)

µ3 =ad12(x
2
3 − x2

2) + bd12(x
2
1 − x2

3) + cd12(x
2
2 − x2

1) + ab12(x
2
4 − x2

3)

+ bc12(x
2
4 − x2

1) + ca12(x
2
4 − x2

2)

µ4 =ad23(x
2
3 − x2

2) + bd23(x
2
1 − x2

3) + cd23(x
2
2 − x2

1) + ab23(x
2
4 − x2

3)

+ bc23(x
2
4 − x2

1) + ca23(x
2
4 − x2

2)

µ5 =ad31(x
2
3 − x2

2) + bd31(x
2
1 − x2

3) + cd31(x
2
2 − x2

1) + ab31(x
2
4 − x2

3)

+ bc31(x
2
4 − x2

1) + ca31(x
2
4 − x2

2)

(II.72)

Donde,

α124 = (a1b2d3 + a2b3d1 + a3b1d2 − a2b1d3 − a3b2d1 − a1b3d2)

α234 = (b1c2d3 + b2c3d1 + b3c1d2 − b2c1d3 − b3c2d1 − b1c3d2)

α314 = (c1a2d3 + c2a3d1 + c3a1d2 − c2a1d3 − c3a2d1 − c1a3d2)

α123 = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)

(II.73)

Y las variables del tipo ad12, bc23, etc, se expresan con la siguiente notación,

xyij = xiyj − xjyi (II.74)

Por último,

ω1 = (q1w2p3 + q2w3p1 + q3w1p2 − q2w1p3 − q3w2p1 − q1w3p2)

ω2 = (q1w2 − q2w1 − q1p2 + q2p1 + w1p2 − w2p1)

ω3 = (q2w3 − q3w2 − q2p3 + q3p2 + w2p3 − w3p2)

ω4 = (q3w1 − q1w3 − q3p1 + q1p3 + w3p1 − w1p3)

(II.75)

Calculando B2 se obtiene,

B2 =(µ5ω2 − µ3ω4)
2 + (µ3ω3 − µ4ω2)

2 + (µ4ω4 − µ5ω3)
2

− (µ3ω1 − µ1ω2)
2 − (µ4ω1 − µ1ω3)

2 − (µ5ω1 − µ1ω4)
2

+ (µ3ω1 − µ2ω2)
2 + (µ4ω1 − µ2ω3)

2 + (µ5ω1 − µ2ω4)
2 − (µ1ω1 − µ2ω1)

2

(II.76)

De esta última expresión se tiene tres posibles casos:
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1. Si B2 = 0, el plano es tangente a la esfera.

2. Si B2 > 0, el plano intersecta a la esfera.

3. Si B2 < 0, el plano no intersecta a la esfera.

3.6 Intersección Esfera-Esfera

Sean dos esferas E1 = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4 y E2 = P5 ∧ P6 ∧ P7 ∧ P8, la intersección se
de�ne,

B = (E1 ∨ E2) = (IE1) · E2 (II.77)

Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.5), B se expresa como,

B =(µ3λ1 − µ1λ3)e1e2e+ (µ4λ1 − µ1λ4)e2e3e+ (µ5λ1 − µ1λ5)e3e1e

+ (µ3λ2 − µ2λ3)e1e2ē+ (µ4λ2 − µ2λ4)e2e3ē+ (µ5λ2 − µ2λ5)e3e1ē

+ (µ5λ3 − µ3λ5)e1eē+ (µ3λ4 − µ4λ3)e2eē+ (µ4λ5 − µ5λ4)e3eē

+ (µ1λ2 − µ2λ1)e1e2e3

(II.78)

Donde µ toma los mismos valores que las expresiones (II.62), y λ es igual a,

λ1 =α124(1− x2
7) + α234(1− x2

5) + α314(1− x2
6) + α123(x

2
7 − 1)

λ2 =α123(1 + x2
8)− α124(1 + x2

7)− α234(1 + x2
5)− α314(1 + x2

6)

λ3 =ad12(x
2
7 − x2

6) + bd12(x
2
5 − x2

7) + cd12(x
2
6 − x2

5) + ab12(x
2
8 − x2

7)

+ bc12(x
2
8 − x2

5) + ca12(x
2
8 − x2

6)

λ4 =ad23(x
2
7 − x2

6) + bd23(x
2
5 − x2

7) + cd23(x
2
6 − x2

5) + ab23(x
2
8 − x2

7)

+ bc23(x
2
8 − x2

5) + ca23(x
2
8 − x2

6)

λ5 =ad31(x
2
7 − x2

6) + bd31(x
2
5 − x2

7) + cd31(x
2
6 − x2

5) + ab31(x
2
8 − x2

7)

+ bc31(x
2
8 − x2

5) + ca31(x
2
8 − x2

6)

(II.79)

Donde,

α124 = (q1w2z3 + q2w3z1 + q3w1z2 − q2w1z3 − q3w2z1 − q1w3z2)

α234 = (w1p2z3 + w2p3z1 + w3p1z2 − w2p1z3 − w3p2z1 − w1p3z2)

α314 = (p1q2z3 + p2q3z1 + p3q1z2 − p2q1z3 − p3q2z1 − p1q3z2)

α123 = (q1w2p3 + q2w3p1 + q3w1p2 − q2w1p3 − q3w2p1 − q1w3p2)

(II.80)

Y las variables del tipo ad12, bc23, etc, se expresan con la siguiente notación,

xyij = xi+4yj+4 − xj+4yi+4 (II.81)
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Calculando B2 se obtiene,

B2 =− (µ3λ1 − µ1λ3)
2 − (µ4λ1 − µ1λ4)

2 − (µ5λ1 − µ1λ5)
2

+ (µ3λ2 − µ2λ3)
2 + (µ4λ2 − µ2λ4)

2 + (µ5λ2 − µ2λ5)
2

+ (µ5λ3 − µ3λ5)
2 + (µ3λ4 − µ4λ3)

2 + (µ4λ5 − µ5λ4)
2

− (µ1λ2 − µ2λ1)
2

(II.82)

Esta última expresión tiene tres posibles casos:

1. Si B = 0, las esferas son tangentes.

2. Si B > 0, las esferas se intersectan.

3. Si B < 0, no hay intersección en las esferas.

Como nota �nal, cabe mencionar que en este trabajo no se realizan el cálculo de los
puntos, rectas o círculos de intersección, ya que no son de interés para resolver los proble-
mas que se van a tratar. No obstante, una solución para encontrar las primitivas producto
de la intersección pueden ser encontrada en la referencia [12].



38

CAPÍTULO III

COMPUTACIÓN PARALELA Y COLISIONES

1 Computación Paralela

Algunos problemas en la computación requieren de mucho cálculo, un solo procesador
tomando en cuenta el más rápido en la actualidad, podría tardar años en realizar algunas
operaciones. Es aquí, donde la computación paralela toma interés, con esta técnica un
problema puede ser resuelto por más de un CPU (Central Processor Unit), optimizando
así el tiempo de respuesta.

1.1 Historia

La computación paralela ha tenido interés desde los años 50's hasta el dia de hoy, en la
actualidad existen computadores que tienen mas de un CPU que comparten una memoria
(shared memory), es decir, todos los procesadores tienen acceso a la misma información.
No obstante, son máquinas relativamente grandes y costosas que solamente grandes com-
pañías, gobierno, o instituciones cientí�cas pueden obtener.

Pero recientemente ha surgido un nuevo tipo de parelelismo que es accesible a cualquier
persona que posea algún computador personal. Las empresas fabricantes de procesadores
se dieron cuenta que la solución para realizar cálculos más rápido no era incrementar la
velocidad de los proceadores, ya que este incremento tiene la desventaja de producir de-
masiado calor.

Observando esto, se dieron cuenta que tenían que optimizar los procesadores de otra
manera. Es en el 2002 cuando INTEL presenta una familia de procesadores con la tec-
nología de HyperThreading [15] (�gura III.1) el más conocido de ellos es el Pentium 4.
Estos procesadores podían ejecutar 2 hilos (threads) o procesos al mismo tiempo, dando
una idea de paralelismo en un solo procesador.

Este paralelismo era relativo, por que aunque un procesador podía ejecutar 2 hilos al
mismo tiempo, el CPU seguía ejecutando una instrucción a la vez. Solo que la diferencia
del procesador sin la tecnología hyperthread, es que este ejecutaba un thread primero y el
otro después. Esto brindo una e�ciencia en términos de cómputo sin aumentar la velocidad
del procesador, y además estos procesadores empiezan a ser accesibles en los computadores
personales.

En el año 2001 IBM se encontraba trabajando con una tecnología que se le llama
multi-core (multi-núcleo) creando el chip POWER4, esta tecnología consistía en un solo
procesador pero que en su interior tenía 2 núcleos, a diferencia del Hyperthreading, con
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Figura III.1: Tecnología Hyperthread [16]

esta tecnología 2 hilos podían ejecutarse simultáneamente en forma paralela, ya que cada
hilo se ejecutaba en un núcleo (core).

Esto dió inicio a una competencia fuerte sobre el mercado de los procesadores duales,
mas aún en la actualidad no solamente un procesador posee dos núcleos, existen quad-
cores (cuatro núcleos), eight-cores (ocho núcleos), etc, con esto se incrementaba el poder
de cómputo y la rapidez sin tener que incrementar la velocidad del CPU.

Como se muestra en la �gura III.2, se puede ver que ahora 2 hilos podían entrar si-
multáneamente al procesador, ya que cada hilo se ejecutaba en un núcleo independiente.
Es aquí cuando se empieza a tener lo que se llamo un verdadero paralelismo.

Esto coloca el paralelismo en las máquinas de escritorio, y a su vez las empresas di-
señadores de software empiezan a optimizar sus programas para esta nueva familia de
procesadores, no obstante, este paralelismo en las computadores personales se usa mas
que todo para correr programas en forma simultánea, es decir, se utiliza mayormente para
procesos independientes. Pero antes de que las empresas empezaran a usar esta tecnología
en sus aplicaciones, surge de manera casi inmediata una nueva visión de paralelismo, que
es usando el GPU (Graphics Processor Unit), con el GPU las empresas y usuarios se dan
cuenta que los cálculos son muchos más rápidos, por lo tanto, empiezan a optimizar los
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Figura III.2: Tecnología DualCore [17]

cálculos de los software usando el GPU, y dejan el paralelismo en el CPU para procesos
independientes.

2 GPU (Graphics Processor Unit)

Desde que se empieza a utilizar la computadora con �nes grá�cos, las empresas creado-
ras del hardware se dan cuenta que el CPU no era su�ciente para suplir la demanda grá�ca
que se requería. Un usuario, necesitaba una respuesta casi inmediata si este solicitaba algo
tan simple como trasladar una geometría en 3D. Cabe mencionar, que el CPU es el cerebro
de la computadora, este no solo se encarga de los cálculos, sino que además se encarga
de sincronizar todo el hardware de la computadora, algo que se hace a través del sistema
operativo (OS).

Silicon Graphics fue una de las empresas que se encargo de crear computadoras op-
timizadas para el procesamiento de grá�cos 2D/3D (�gura III.3), mas aún, en el año
1992 crean una librería OpenGL [18], que se convertiría en un estándar para la progra-
mación de aplicaciones 2D/3D. No obstante en aquel entonces, estas computadoras eran
extremadamente costosas, al punto que solamente grandes compañías podían comprar di-
cho computadores. La computación grá�ca de ese entonces era enfocada mayormente al
mundo cientí�co.
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Figura III.3: Sillicon Graphics - Indy [19]

Pero en los 90's, las computadoras personales empiezan a expandirse en cada hogar
del mundo, además empieza una industria que en la actualidad es muy lucrativa, que es la
industria de los vídeo juegos. En los mismos 90's nacen empresas como S3 [20], 3Dfx [21],
NVIDIA [22], entre otras, y se empiezan a crear tarjetas aceleradoras grá�cas para los
computadores personales y consolas de vídeo juegos. Haciendo que la tecnología 2D/3D
llegara a cualquier computador.

Pero es en 1995 cuando Microsoft lanza el sistema operativo Windows 95, este sis-
tema operativo (cuya interfaz era grá�ca) invade de manera rápida las computadoras de
escritorio, aumentado así la necesidad de aplicaciones grá�cas. Microsoft consciente de
esto, lanza DirectX 1.0 [23] que al igual que OpenGL era una librería que podían usar los
diseñadores de software para crear aplicaciones 2D/3D. Estas librerías (OpenGL/DirectX)
usaban el potencial de las tarjetas grá�cas para correr aplicaciones en tiempo real, como
por ejemplo, los vídeos juegos.

Estas librerías presentaban un problema, los programadores estaban restringidos a lo
que las librerías grá�cas proporcionaban, si un programador de software 2D/3D quería
implementar algún algoritmo grá�co usando el GPU, tan sencillamente no podía o tenían
que ser un experto usando lenguajes como assembly, los programadores entonces hacían los
cálculos en el CPU y luego pasaban la información obtenida al GPU usando las funciones
de OpenGL o DirectX.

En los mismos 90's, las empresas fabricantes de procesadores, viendo el auge y la
necesidad de optimizar los cálculos en 3D, empiezan a optimizar los CPU. Se implementa
en los CPU una manera de realizar cálculos en paralelos, usando SIMD (Single instruction,
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multiple data / simple instrucción, multiple información) [24], es decir, esta técnica consiste
en que se toma un grupo de información de la memoria y se le aplica un cálculo simple. Esto
era algo muy útil en la computación grá�ca y aplicaciones multimedias, ya que la mayoría
de los cálculos en estas áreas, implican suma de vectores, multiplicación por escalar, entre
otras operaciones. A continuación se muestra un ejemplo:

Figura III.4: SIMD (Single instruction, multiple data)

Como se puede ver en la �gura III.4, el SIMD, funciona de la siguiente manera, en
primera instancia se toma un bloque de información de la memoria, y a este bloque de
información se le suma un valor para aumentar el brillo de la imagen, el CPU a través del
procesador SIMD, aplica este cálculo de manera simultánea a todo el bloque de informa-
ción, y regresaba el resultado a la memoria. Esta era una forma de paralelizar cálculos. El
Pentium MMX fue uno de los primeros procesadores Intel en implementar esta tecnología.

Figura III.5: Id-Software - Quake [25]

Para aquel entonces, el mundo de los vídeos juegos estaba surgiendo, juegos como
QUAKE (�gura III.5) lanzado el 22 de Junio de 1996, fue uno de los primeros juegos
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en primera persona en usar geometría 3D (polígonos), además, también fue uno de los
primeros en empezar a utilizar los aceleradores grá�cos para presentar un gran acabado
en su arte. A mediados de los 90's, la industria de los vídeo juegos crecía de manera
muy rápida, se necesitaban de procesadores grá�cos cada vez más potente, para presentar
mejor calidad grá�ca en los vídeos juegos. Es entonces, cuando las empresas encargadas
del hardware y del software (OpenGL y DirectX) toman medidas al respecto, y empiezan a
proporcionarle al programador la capacidad de añadir sus propios códigos usando el GPU
del equipo.

2.1 Vertex Shader y Fragment/Pixel Shader

En líneas generales OpenGL y DirectX siguen él siguiente esquema de trabajo (�gura
III.6) para presentar una geometría 3D en la pantalla de un computador .

Figura III.6: Pipeline grá�co [26]

Las primeras dos fases consiste en la aplicación (3D Application or Game) y en las
funciones grá�cas (3D API), estas son las líneas de códigos que el programador implementa.
Una vez ejecutado el programa, se procede a lo siguiente:

Procesamiento de los vértices (GPU Front End) y (Primitive Assembly): en
esta fase la tarjeta grá�ca toma los vértices suministrado por el programador, y le
aplica varias transformaciones, como por ejemplo, traslación, rotación, etc. Luego
se calcula la iluminación por cada vértice usando las normales suministradas por el
programador, y después se procede a proyectar en el plano de la cámara, es aquí
donde se hace un proceso de clipping, el cual consiste en cortar aquellos triángulos
que intersectan el campo de visión y omitir los triángulos no visibles.

Procesamiento de píxeles (Rasterization and Interpolation) y (Raster Operation):
en estas dos fases se procede a llevar los triángulos a píxeles, es decir, se convierte
una línea, en coordenadas de píxeles para dibujarla, además se rellenan los píxeles
que contiene un triángulo, y también en esta fase se aplica la textura en caso de que
esta exista y se halla enlazado a la geometría.
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FrameBu�er: el frame bu�er es un espacio de memoria en la tarjeta grá�ca donde
se almacenan los píxeles que van a ser visibles en la ventana de la aplicación.

Básicamente el proceso se divide en dos: vértices y píxeles, mayor información se puede
encontrar en la referencia [27]. En los inicios de las tarjetas grá�cas el programador no
podía alterar, modi�car o cambiar, algo en estos procesos, los programadores estaban re-
stringidos a lo que hacia la tarjeta grá�ca. Es decir, si el programador estaba interesado
en aplicar algún algoritmo de iluminación, o algún efecto en los píxeles, tan sencillamente
no podía, y los hacia en el CPU.

Figura III.7: Vertex Shader y Pixel Shader Pipeline [26]

Pero es a partir del año 2000 que empieza un cambio radical en el pipeline grá�co,
las tarjetas grá�cas y las librerías de OpenGL y DirectX empiezan a darle mas poder al
programador para usar el GPU. NVIDIA saca al mercado la serie Geforce 3 y ATI in-
troduce la ATI Radeon 9700, estas tarjetas eran compatible con OpenGL 1.2 y Direct3D
9.0, y aquí las librerías grá�cas introducen el lenguaje de shader (Shaders Language), esto
permitía al programador mejorar o implementar sus propios códigos en el pipeline grá�co.
Esto se hace a través de los llamados Vertex Shader y Pixel/Fragment Shader, �gura III.7.

El Vertex Shader (�gura III.8) es un código que suministra el programador, este shader
tiene información del vértice (coordenada del vértice, normales, tangente, binormal, etc),
el programador captura esta información y procede hacer algún tipo de cálculo con él. Lo
mismo pasa con el Pixel Shader, es un código que tiene como entrada la información de
un píxel (coordenada U y V, información de la textura, etc), este píxel es el resultado del
proceso de rasterización de la tarjeta grá�ca, y el programador en su código tiene que dar
el color �nal del píxel.
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Figura III.8: Funcionamiento del Vertex Shader y Pixel Shader

Con esta nueva idea se abrieron un sin limites de efectos grá�cos, algunos efectos como
relieves (bump mapping, �gura III.9), campo de profundidad (depth of �eld, �gura ), entre
muchos otros, que eran tareas que se realizaban en el CPU, empiezan a calcularse usando
el GPU, algo que abrió una generación de vídeo juegos con efectos espectaculares. En
la página de desarrolladores de NVIDIA, se puede encontrar de manera gratuita 3 libros
(GPU Gems) [28] que contienen una variedad de efectos visuales optimizados para el GPU
usando Vertex Shader y Pixel Shader.

2.2 Paralelismo en GPU

Es importante destacar que el GPU no procesa un vértice o píxel a la vez. Los proce-
sadores grá�cos implementan el SIMD, es decir, el procesador toma un segmento de vértices
o píxeles de la memoria, y les aplica operaciones simultáneas a dichos vértices o píxeles.
Por esa razón, tarjetas grá�cas como la Nvidia 6600 puede procesar 375 millones de vér-
tices por segundo [31].

En la actualidad los GPU aprovechan ahora la tecnología multicore, pero debido a
que el GPU es un procesador más simple que el CPU, se pueden introducir una cantidad
considerables de núcleos (cores) en el GPU, como se muestra en el siguiente listado:

Geforce 8800 GT - 112 cores.

Geforce 9800 GTX - 128 cores.

Geforce GTX 295 - 2 procesadores - 480 cores (240 por procesador).
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Figura III.9: Relieve - Bump Mapping [29]

Figura III.10: Campo Profundidad - Depth of Field [30]

Geforce GTX 460 - 336 cores.

Geforce GTX 580 - 512 cores

Quadro 600 - 448 cores.

Una de las diferencia tal vez entre el CPU y el GPU, es que el proceso paralelo es
casi transparente para el diseñador. Es decir, si un programador levanta en la memoria
n cantidad de vértices o n cantidad de píxeles, el programador no debe alterar el código,
para que este funcione en forma paralela. Solo debe aplicar el Vertex Shader y el Fragment
Shader correspondiente y el GPU automáticamente corre los códigos en paralelos sin que
el usuario lo indique en su programa.

Esta simplicidad se debe, a que la tarjeta grá�ca asume que todos los hilos que ejecuta
(vértices o píxeles) son independientes, es decir, cuando el vertex shader evalua un vértice,
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no se puede acceder a la información de otro vértices, igual sucede con los píxeles. Como se
ve en el �gura III.11, esta es una forma paralela de realizar cálculos, los programadores se
dieron cuenta de esto y surge una comunidad (http://gpgpu.org/) General-Purpose Com-
putation on Graphics Hardware, esta comunidad tiene como objetivo divulgar programas,
papers, documentos o tutoriales, que usan el GPU para soluciones grá�cas y no grá�cas.

Figura III.11: Paralelismo en GPU

Es decir, los programadores empiezan a usar el GPU, no para un resultado �nal grá-
�co, sino para un resultado numérico. Por ejemplo, supongamos que se quiere sumar dos
matrices 100x100. Los programadores se dieron cuenta que una matrix la podían almace-
nar en una textura en la memoria de la tarjeta grá�ca, luego aplicando un píxel shader,
podían tener acceso a las dos matrices, y crear una �imagen� que era la suma de las dos
matrices, luego se captura el resultado en la memoria de la tarjeta grá�ca. Como se puede
ver en ningún momento se obtiene algún resultado grá�co, sino un resultado enteramente
numérico.

No necesariamente computistas grá�cos ahora usaban el GPU, sino cientí�cos de otras
disciplinas empiezan a usar este potencial para solucionar problemas no necesariamente
grá�cos:

A Practical Quicksort Algorithm for Graphics Processors [32]

A graphics hardware accelerated algorithm for nearest neighbor search [33]

An Acceleration Technique for the Computation of Voronoi Diagrams Using Graphics
Hardware [34]

Fast collision detection using the A-bu�er [35]
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Parallel processing of matrix multiplication in a CPU and GPU heterogeneous en-
vironment [36]

Visualization and GPU-accelerated simulation of medical ultrasound from CT images
[37]

Accelerated 2D Image Processing on GPUs [38]

2.3 CUDA - Compute Uni�ed Device Architecture

Hasta el inicio del 2007, si un programador deseaba usar el GPU para hacer algún
cálculo tenía que aprender los fundamentos de la computación grá�ca, además de conocer
las librerías OpenGL o DirectX, esto era algo un poco tedioso para cientí�cos que no esta-
ban acostumbrado al área de grá�cas, pero fue en el inicio del 2007 cuando NVIDIA da a
conocer CUDA, para aquel entonces NVIDIA implementa CUDA en las tarjetas grá�cas
geforce 8800 GTX.

CUDA es un lenguaje basado en C, un código CUDA se compila para correr en el
GPU, este lenguaje hace desaparecer toda librería grá�ca (OpenGL o DirectX) para usar
el poder del GPU, cualquier cientí�co familiarizado con C podía programar en el GPU
sin tener conocimiento ninguno en el área de grá�cas. Inmediatamente empezaron a surgir
aplicaciones, mejoras y optimizaciones usando este lenguaje. En la actualidad la página
(http://www.nvidia.com/object/cuda apps �ash new.html) cuenta con cientos de aplica-
ciones, que van desde Imágenes medicas hasta Finanzas, es decir, empieza un auge por el
uso del GPU para cualquier cálculo que se pueda correr en paralelo.

Teóricamente CUDA puede ser un poco intimidante, pero en la práctica su aplicación
es mucho más simple. Antes de explicar como funciona CUDA se dan las siguientes de�ni-
ciones, (�gura III.12):

Kernel (función): es una función de C, que reside en el GPU y es la que se ejecuta
en forma paralela.

Thread (hilo): un hilo es quien ejecuta un kernel.

Block (bloque): es un conjunto de hilos. Es decir, un bloque puede tener hasta 512
hilos, estos hilos pueden estar en un bloque de manera unidimensional, bidimensional
o tridimensional.

Grid : es un conjunto de bloques, estos bloques pueden estar en forma unidimensional
o bidimensional.

CUDA a su vez tiene diferentes tipos de memorias (�gura III.13) para almacenar la
información, estas son:

Register (registro): es un espacio de memoria para cada hilo, esta memoria reside en
el chip del núcleo.



49

Figura III.12: CUDA: Grid, Bloque e Hilo

Shared Memory (memoria compartida): es una memoria que comparten todos los
hilos de un bloque, y también reside en el chip del núcleo.

Global Memory (memoria global): es la memoria de la tarjeta grá�ca, a esta memoria
tienen acceso todos los bloques.

Texture Memory (memoria textura): también reside en la memoria de la tarjeta, a
esta memoria tienen acceso todos los bloques. Se diferencia de la memoria global ya
que se accede de manera diferente y se le aplican algunas operaciones automática-
mente, como por ejemplo, algunos algoritmos de �ltro.

Constant Memory (memoria constante): es una memoria para almacenar solo vari-
ables en modo lectura, a esta memoria tienen acceso todos los bloques.

Una vez de�nidos estos términos, se explica ahora el funcionamiento de CUDA, en
primera instancia, las tarjeta de vídeo NVIDIA tienen Multiprocesadores (Streaming Mul-
tiprocessor SMs), cuando una aplicación corre un kernel (función), la ejecución de este
kernel se realiza a través de un grid, dicho grid se conforma por bloques y cada bloque
tienen los hilos que ejecutarán al kernel. Un bloque se ejecuta en un solo multiprocesador.
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Figura III.13: Memoria en CUDA

Adicionalmente cada multiprocesador posee 8 procesadores escalares (Scalar Proces-
sor SP), NVIDIA suele usar el nombre CUDA cores para estos procesadores, estos SP
son los encargados de crear, organizar, y ejecutar los hilos en forma paralela. Es decir,
el SM ordena la ejecución de un hilo a travez de un SP. A esta arquitectura NVIDIA le
da el nombre de SIMT (single-instruction multiple-thread) que es una extensión del SIMD.

Un SM puede ejecutar más de un bloque al mismo tiempo (la arquitectura de hardware
actual permite ejecutar hasta 8 bloques simultáneamente), para mantener cierto orden en
la ejecución, el SM, crea, maneja y ejecuta los hilos en forma paralela en grupo de 32, a
dicho grupo se le da el nombre de warp. Luego cada SP ejecuta un hilo determinado de
ese grupo.

Cabe mencionar que no existe un orden de ejecución en los bloques, ni un orden de
ejecución en los hilos. Es decir, si hay 10 bloques enumerados del 0 al 9, el GPU puede
ejecutar el 9 primero y el 0 de último, a su vez cuando un bloque entra en ejecución en
un SM, y este reparte los hilos a los SP, tampoco hay un orden para su ejecución, puede
suceder que el último hilo del bloque se ejecute de primero, y el primer hilo del bloque de
último. La única diferencia, en el caso de los bloques, es que los hilos pueden sincronizar
su ejecución, esto se usa cuando los hilos comparten información a través de la memoria
compartida (shared memory). Pero no existe comunicación entre los bloques.
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También cada tarjeta grá�ca posee algunas limitaciones, es decir, la Geforce 9600 GT
tiene las siguientes características:

Multiprocesadores: 8

CUDA core o SP: 8*8 = 64

Total de memoria constante = 65536 bytes

Total de memoria compartida por bloque: 16384 bytes

Total de numero de registros por bloque: 8192

Tamaño del warp: 32

Máximo de hilos por bloque: 512

Máxima dimensión de un bloque: 512x512x64 hilos

Máxima dimensiona de un grid : 65535x65535x1 bloques

Estos valores pueden variar un poco dependiendo del modelo de la tarjeta grá�ca,
ahora, estos valores se pueden capturar en la ejecución de un programa, por consiguiente,
cualquier programa se puede adaptar a cualquier tarjeta de vídeo. El programador será el
encargado de crear un código que se adapte a estas limitaciones, en caso de violar algunas
de ellas, como por ejemplo, usar más memoria compartida de lo disponible, el kernel no
se ejecutará y retornará un error.

Se muestra a continuación un sencillo ejemplo, que consta en multiplicar un escalar
por un vector.

Algoritmo III.1: Código Cuda Multiplicacion vector-escalar

1

2 __global__ void Mul t ip l i c a rVec to r ( f l o a t ∗ arr , i n t N, f l o a t e s c )
3 {
4 i n t idx = blockIdx . x ;
5 ar r [ idx ] = esc ∗ ar r [ idx ] ;
6 }
7

8 i n t main ( void )
9 {

10 N =100;
11 i n t ∗a_d ;
12

13 . . .
14

15 Mult ip l i c a rVec to r <<< N, 1 >>> (a_d , N, 3) ;
16

17 . . .
18 }
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En primera instancia se tiene el kernel (MultiplicarVector), para que el GPU reconozca
que esta función es un kernel hay dos reglas, la primera es, ser una función que no retorne
ningún valor (void) y segundo debe ser declarada con el argumento global . A esta
función se le pasa el vector que se quiere alterar (arr), la cantidad de elementos del vector
(N) y el escalar que se quiere multiplicar por el vector (esc).

Como segundo punto importante, tenemos la invocación de la función, que se diferencia
un poco del estándar de C, como se ve en la línea 16 se tiene los símbolos <<< >>>,
dentro de estos símbolos, se tienen que especi�car la cantidad de bloques que se desea
crear, y la cantidad hilos que contiene cada bloque respectivamente, en este caso se están
creando 100 bloques de un hilo cada uno.

Lo otro importante a señalar es lo siguiente, como se mencionó mas arriba, el GPU
puede ejecutar los bloques en cualquier orden, es decir, no es secuencial, por esa razón la
línea de código 15, blockIdx.x retorna el ID del bloque que se esta ejecutando, este número
va del 0 al 99, misma dimensión que el arreglo arr.

Como se aprecia en el código, el programador es el encargado de proporcionar la can-
tidad de bloques e hilos de cada bloque, siempre y cuando dichos valores esten dentro de
las limitaciones del hardware como se presentó en la parte arriba. Por ejemplo en el caso
de que N = 1000000, ya el código tendría que cambiar a lo siguiente:

Algoritmo III.2: Código Cuda Multiplicacion vector-escalar

1

2 __global__ void Mul t ip l i c a rVec to r ( f l o a t ∗ arr , i n t N, f l o a t e s c )
3 {
4 i n t idx = blockIdx . x ∗ blockDim . x + threadIdx . x ;
5

6 i f ( idx<N) a [ idx ] = e s c a l a r ∗ a [ idx ] ;
7 }
8

9 i n t main ( void )
10 {
11 N =1000000;
12 i n t ∗a_d ;
13

14 . . .
15 i n t b lock_s ize = 256 ;
16 i n t n_blocks = N/ block_s ize + (N % block_s ize == 0 ? 0 : 1 ) ;
17

18 Mult ip l i c a rVec to r <<< n_blocks , b lock_s ize >>> (a_d , N, 3) ;
19

20 . . .
21 }

En este caso, se �ja cuantos hilos tendrán cada bloque (línea 15), luego se calcula
cuantos bloques se necesitan para cubrir el tamaño de N (línea 16). La otra variación se
encuentra en la línea 4, esa fórmula permite calcular el índice del arreglo al cual se esta
accediendo en la función.
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La decisión de cuantos hilos o bloques se necesitan para solucionar un problema de-
penderá de varias variables, en el capítulo 4 se especí�ca un poco más este tema, aunque
se puede encontrar información detallada y especí�ca en las referencias [39] [40].

2.4 CPU vs GPU

En la parte superior, se muestra que el GPU puede tener más núcleos que el CPU, pero
aún con eso, existe la interrogante del por qué el GPU puede acelerar algunos cálculos hasta
100x con respecto al CPU. Para responder esta interrogante se necesitan dos de�niciones:

Flops (�gura III.14): es el acrónimo de Floating point Operations Per Second (op-
eraciones de punto �otante por segundo). Y se usa para medir el rendimiento de un
computador, o en este caso de los procesadores, en la actualidad los CPU y GPU se
miden en Giga�ops.

BandWidth Memory (�gura III.15): es la velocidad con que la información se lee o
escribe en la memoria. En la actualidad los CPU y GPU se miden en GigaBytes por
segundo.

En la �gura III.14, se puede ver claramente como el GPU es muy superior en término
de Flops, mas aún, el último procesador Intel i7 alcanza los 42.56 GigaFlops/seg [41], muy
por debajo de los casí 1000 GigaFlops/seg, de las tarjetas NVIDIA serie GT200.

En el caso del ancho de banda (BandWidth) existe una enorme diferencia entre la
arquitectura Intel, y los procesadores NVIDIA, estas dos razones son la clave importante
del por qué en la actualidad los software están empezando a optimizar sus programas
usando el GPU.

Figura III.14: GigaFlops del CPU y GPU [42]
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Figura III.15: BandWidth/seg del CPU y GPU [42]

3 Intersección y Colisiones

La detección de colisiones se utiliza en una gran variedad de aplicaciones, que in-
cluye vídeo juegos, simulación física (animación por computadora), robótica, ingeniería
de simulación, etc. Colisionar, básicamente consiste en indicar si dos objetos se están in-
tersectando. Un objeto es una estructura que puede representarse de varias maneras, por
ejemplo, puede ser una malla geométrica formada por una secuencia de triángulos o podría
ser una expresión algebraica como por ejemplo, una esfera, cilindro, NURBS, etc.

Figura III.16: Colisiones - Malla deformable [43]

Dependiendo de como sea el objeto a intersectar se pudieran aplicar distintos algo-
ritmos o técnicas de colisión. En este trabajo se utilizan mallas geometrías formada por
triángulos. En las referencias [44] y [45] pueden encontrar otro tipos de estructuras.
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El estudio de las colisiones en mallas poligonales se dividen en dos, la primera se re�ere
a la colisión de objetos rígidos (rigid bodies), es decir, objetos que no se deforman [46],
muy utilizado en el mundo de los vídeos juegos, y el segundo se re�ere a colisión de objetos
suaves o deformables (soft body), esta colisión es más compleja que la primera, ya que el
objeto se puede deformar en el transcurso de una animación, la técnica que se usa para
simular la tela o ropa (cloth, �gura 3.16) [47] es un ejemplo de una super�cie deformable
que se estudia con mucho énfasis en la computación grá�ca.

Cuando se utilizan objetos rígidos, usualmente no es común hacer una intersección
triángulo a triángulo de cada objeto (a menos que el problema lo requiera), las técnicas
que se emplean consiste en encerrar los objetos a colisionar en mallas poligonales más
simples y se procede a colisionar dichas mallas, a estas se les conoce como objeto de borde
(Bounding Volume BV). A continuación se muestran los distintos BV que se utilizan [48]:

Caja de borde alineada - Axis-aligned Bounding Boxes (AABB): este BV es
uno de los más simples (�gura III.17), y consiste en encerrar la geometría a colisionar
en una caja, los ejes de esta caja están alineados a los ejes del objeto en cuestión, y
además es la mínima caja que contiene a dicho objeto.

Figura III.17: Caja de borde alineada - AABB

La colisión de los AABB es muy rápida, pero no son muy preciso, ya que puede
suceder que dos objetos no colisionen, pero sus AABB si pudieran colisionar, no
obstante esta técnica sigue siendo utilizada en los vídeos juegos y en la animación
por computadora.

Esferas - Spheres : Esta se podría decir que es la más simple de todas (�gura
III.18), pero a su vez la más imprecisa, consiste en encerrar la malla geométrica en
una esfera, y detectar la colisión de los objetos, colisionando las esferas, algo que es
extremadamente rápido.

Caja Orientada - Oriented Bounding Boxes (OBB): Similar al AABB, con
la diferencia que aquí la caja esta orientada de una manera que el objeto encaje
con mayor precisión en su interior y así mejorar la posibilidad de que exista alguna
colisión entre los objetos (�gura III.19).
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Figura III.18: Esfera

Figura III.19: Caja Orientada - OBB

Este algoritmo, tiene el problema en determinar los ejes más óptimos para crear
la caja que encierre al objeto. En la referencia [49] se encuentra una técnica muy
óptima para encontrar dichos ejes.

Cápsula Convexa - Convex Hull : Con este método, se encierra el objeto a co-
lisionar en uno o varios polígonos convexos (�gura III.20), aunque esta técnica es
una de las más lenta, da una mayor precisión para determinar la colisión de varios
objetos.

En la �gura III.20 a la izquierda se puede apreciar un objeto encerrado en dos
cápsulas convexas, y en la derecha el mismo objeto encerreda en 4 cápsulas convexas.

Estos BV algunos más rápidos que otros en objetos rígidos solo se calcula una sola
vez, ya que los objetos no cambian su forma, es por esa razón que los objetos deformables
trabajan con otras técnicas, eso no quiere decir que no se puedan aplicar estos BV a obje-
tos deformables como la referencia [51] que aplica AABB a objetos que se deforman, muy
interesante esta técnica, ya que no crea un AABB para todo el objeto, sino que crea un
arreglo de AABB que encierra al objeto deformable.
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Figura III.20: Cápsula Convexa, Unreal Development Kit [50]

No obstante, en algunas ocasiones interesa intersectar los dos objetos y conocer los
triángulos de intersección, sin embargo, colisionar cada triangulo de un objeto contra to-
dos los triángulos del otro objeto, no sería la manera más e�ciente de hacerlo, es por ello
que se considera la partición del espacio en algunas estructura y así optimizar el cálculo.

Existen muchas estructuras que se pueden utilizar como OBBTree [52], BOXTREE [53],
R-tree [54], Quadtree/Octree [55] y BSP tree [56] [48], este último es uno de los utilizado
en la actualidad.

Figura III.21: Binary space-partitioning

Básicamente el BSP (Binary space-partitioning, �gura III.21) es un proceso recursivo
que divide la escena en dos hasta que la partición satisface cierta condición.
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En término de colisión, por ejemplo, intersectando un segmento de recta con un objeto
poligonal, se aplicaría lo siguiente:

Se crea el BSP del objeto (por ejemplo, se puede tomar como condición que cada
caja del BSP contenga 100 triángulos)

Se intersecta el segmento de recta con cada caja del BSP

Se toma cada caja que el segmento intersecta y se procede a intersectar la recta con
cada triángulo.

Así se optimizaría la intersección de un segmento de recta con un malla poligonal. Un
resumen de las técnicas de colisión pueden ser encontrados en las referencias [44] y [45].
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CAPÍTULO IV

IMPLEMENTACIÓN

En los próximos dos capítulos se muestran los resultados obtenidos al implementar las
intersecciones usando la geometría conforme, se desea comparar el tiempo de ejecución
de los algoritmos usando el CPU y el GPU, pero antes de especi�car con más detalle los
resultados, se presentan los siguientes puntos:

Para realizar cualquier tipo de intersección no se empleo ningún BV (Bounding
Volume) o alguna estructura como BSP vistas en el capítulo 3, la idea es ver como
se comportan en tiempo de cómputo las intersecciones en el modelo conforme usando
el peor de los casos, que es haciendo la veri�cación triángulo a triángulo.

Los modelos utilizados para este trabajo fueron tomados del repositorio de la Uni-
versidad de Stanford. (http://www.graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/).

1 Algoritmos

En el capítulo 2 se presentó las condiciones para que las intersecciones entre los distin-
tos objetos del modelo conforme se dieran, pero no basta con solo esas condiciones, por
ejemplo, no es de interés intersectar dos rectas in�nitas, se quiere intersectar dos segmentos
de rectas, así mismo en vez de un plano in�nito se desea intersectar un triángulo con los
otros objetos. A continuación se presentan los algoritmos utilizados para cada intersección.

1.1 Intersección Segmento de Recta-Segmento de Recta

Pseudocódigo:

Algoritmo IV.1: Intersección segmento-segmento

1

2 Procedimiento Intersecc ionSegmentoSegmento (R1 , R2 )
3

4 // I n t e r s e c c i o n de l o s segmentos R1 y R2
5 Normalizar (R1)
6 Normalizar (R2)
7

8 a = CalculoIntersecc ionModeloConformeRectaRecta (R1 ,R2)
9

10 Si a es verdadero entonces
11

12 rvecs1_1 = R2 . punto1 − R1 . punto1
13 rvecs1_2 = R2 . punto2 − R1 . punto1
14 rvecs1_3 = R1 . punto2 − R1 . punto1
15
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16 rvecs2_1 = R1 . punto1 − R2 . punto1
17 rvecs2_2 = R1 . punto2 − R2 . punto1
18 rvecs2_3 = R2 . punto2 − R2 . punto1
19

20 s igno1 = b iv e c t o r ( rvecs1_3 , rvecs1_1 )
21 s igno2 = b iv e c t o r ( rvecs1_3 , rvecs1_2 )
22

23 s igno3 = b iv e c t o r ( rvecs2_3 , rvecs2_1 )
24 s igno4 = b iv e c t o r ( rvecs2_3 , rvecs2_2 )
25

26 //Se v e r i f i c a l o s s i gno s de l o s b i v e c t o r e s
27 Si s igno1 = s igno2 entonces
28 Imprimir "No hay I n t e r s e c c i ó n de l o s dos segmentos "
29 s i no entonces
30 Si s igno3 = s igno4 entonces
31 Imprimir "No hay I n t e r s e c c i ó n de l o s dos segmentos "
32 s i no entonces
33 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n de l o s dos segmentos "
34 Fin s i
35 Fin s i
36 Fin s i
37

38 Fin procedimiento

Se empieza normalizando las rectas (en la sección de implementación se explica la
razón de esta normalización). Luego se hace el cálculo de intersección en el modelo con-
forme usando las fórmulas y condiciones dadas en sección (2.3.1), pero en el caso que exista
intersección se veri�ca si los dos segmentos se intersectan.

Figura IV.1: Izquierda: se intersectan los segmentos (signos diferentes), Derecha: No se inter-
sectan (signos iguales)
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Para veri�car si los dos segmentos se intersectan, se calcula la orientación de los bivec-
tores rvecs1_3∧ rvecs1_2 y rvecs1_3∧ rvecs1_1 de�nidos como se muestra en la �gura
IV.1, si tienen orientación opuesta (signos diferentes) entonces los segmentos se intersectan,
si poseen la misma orientación (signos iguales) los dos puntos están del mismo lado, por
lo tanto, los segmentos no se intersectan.

1.2 Intersección Segmento de Recta-Triángulo

Pseudocódigo:

Algoritmo IV.2: Intersección segmento-triángulo

1

2 Procedimiento Intersecc ionSegmentoPlano (R1 , P1 )
3

4 // I n t e r s e c c i o n de l segmento R1 con e l t r i ángu l o ( plano ) P1
5 Normalizar (R1)
6 Normalizar (P1)
7

8 [ a , e3er ] = CalculoIntersecc ionModeloConformeRectaPlano (R1 ,R2)
9

10 R2 = Recta (P1 . punto3 , P1 . punto1 )
11 R3 = Recta (R1 . punto1 ,R1 . punto2 )
12 [ out1 , ind1 ] = Intersecc ionSegmentoSegmento (R2 , R3 )
13

14 R2 = Recta (P1 . punto1 , P1 . punto2 )
15 R3 = Recta (R1 . punto1 ,R1 . punto2 )
16 [ out2 , ind2 ] = Intersecc ionSegmentoSegmento (R2 , R3 )
17

18 R2 = Recta (P1 . punto3 , P1 . punto2 )
19 R3 = Recta (R1 . punto1 ,R1 . punto2 )
20 [ out3 , ind3 ] = Intersecc ionSegmentoSegmento (R2 , R3 )
21

22 // out# va r i a b l e s que determina s i l o s segmentos se i n t e r s e c t an : 1 (
i n t e r s e c t a ) 0 ( no hay i n t e r s e c c i ó n o r e s i d e en e l plano )

23 // ind# e s c a l a r que mu l t i p l i c a a l vec to r e
24

25 Si a = 0 entonces
26 //La r e c t a y e l plano son pa r a l e l o s
27

28 Si e3er = 0 entonces //La re ta r e s i d e en e l plano
29

30 //Se v e r i f i c a l a i n t e r s e c c i ó n de l segmento con l o s segmentos que
forman a l t r i ángu l o

31 Si out1=1 o out2=1 o out3=1 entonces
32 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i o n "
33 s i no entonces
34 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i o n "
35 Fin s i
36

37 s i no entonces
38 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
39 Fin s i
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40

41 s i no entonces
42

43 //Se determina s i l o s dos puntos están de un lado de l plano
44

45 s igno1 = t r i v e c t o r (P1 . punto2−P1 . punto1 , P1 . punto3−P1 . punto1 ,R1 . punto1−
P1 . punto1 )

46 s igno2 = t r i v e c t o r (P1 . punto2−P1 . punto1 , P1 . punto3−P1 . punto1 ,R1 . punto2−
P1 . punto1 )

47

48 Si s igno1 = s igno2 entonces
49 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
50 S a l i r de l Procedimiento
51 Fin s i
52

53

54 // La r e c t a a t r av i e s a e l plano
55 s a l i d a = 0
56 Si ind1>0 y ind2 >0 y ind3<0 entonces
57 s a l i d a = 1
58 Fin s i
59

60 Si ind1<0 y ind2 <0 y ind3>0 entonces
61 s a l i d a =1;
62 Fin s i
63

64

65 Si s a l i d a = 0 entonces
66 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
67 s i no entonces
68 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n "
69 Fin s i
70

71 Fin s i
72 Fin procedimiento

Para intersectar una recta con un plano hay que considerar lo siguiente, si la recta es
paralela al plano hay dos posibilidades, o la recta vive en el plano o reside fuera de él. El
escalar e3e = (−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6) determina si la recta está o no en el plano. Pero se
quiere intersectar un segmento con un triángulo, por lo tanto, si la recta vive en el plano,
se toma el segmento de recta y se intersecta con los segmentos de rectas que forman al
triángulo.

Por otro lado, si la recta intersecta al plano, no necesariamente intersecta al triángulo
(�gura IV.2), para determinar si la recta intersecta al triángulo, se veri�ca un escalar que
se toma de la intersección de la recta con las tres rectas del triángulo, este escalar es
(α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1) que se toma de la ecuación (A.2.1), el signo
de este escalar ayuda a determinar si la recta intersecta o no al triángulo, como se ve en
el algoritmo en las líneas 65 y 69.
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Figura IV.2: Superior-Izquierda: e3e = 0 la recta es paralela pero no reside en el plano, Superior-
Derecha: e3e ̸= 0 la recta es paralela pero vive en el plano. Inferior-Izquierda: la recta no intersecta
al triángulo, Inferior-Derecha: La recta intersecta al triángulo

1.3 Intersección Segmento de Recta-Esfera

Pseudocódigo:

Algoritmo IV.3: Intersección segmento-esfera

1

2 Procedimiento Inte r s ecc ionSegmentoEs f e ra (E1 , R1 )
3

4 // I n t e r s e c c i ó n de l segmento R1 con l a e s f e r a E1
5

6 //Se co l o ca e l o r i g en en e l cent ro de l a e s f e r a
7 CambioCoordenadasEsfera (E1)
8

9 //Se r e e s c r i b e n l o s puntos de l a r e c t a en e l nuevo s i s tema
10 CambioCoordenadasRecta (R1)
11

12 //Se v e r i f i c a s i uno de l o s puntos e s ta en e l i n t e r i o r de l a e s f e r a
13 b = Ve r i f i c a rPun t o s I n t e r i o rE s f e r a (R1)
14

15 Si b = verdadero entonces
16 Imprimir "EL segmento de r e c t a i n t e r s e c t a l a e s f e r a "
17 S a l i r procedimiento
18 Fin s i
19

20 Normalizar (R1)
21

22 a = CalculoIntersecc ionModeloConformeRectaEsfera (R1 , E1)
23
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24 Si a <= 0 entonces
25 Si a = 0 entonces
26 Imprimir "El segmento de r e c t a es tangente a l a e s f e r a "
27 s i no entonces
28 Imprimir "El segmento de r e c t a no i n t e r s e c t a l a e s f e r a "
29 Fin s i
30

31 s i no entonces
32

33 vecOP1 = −R1 . punto1
34 vecOP2 = −R1 . punto2
35

36 vecP1P2 = R1 . punto2 − R1 . punto1
37 vecP2P1 = R1 . punto1 − R1 . punto2
38

39 cos1 = CosenodelAngulo (vecOP1 , vecP1P2 )
40 cos2 = CosenodelAngulo (vecOP2 , vecP2P1 )
41

42 // S i ambos ángulos son agudos e l segmento i n t e r s e c t a l a e s f e r a , s i
uno es obtuso l o s dos puntos de l segmento están a fue ra de l a
e s f e r a

43 Si cos1 < 0 y cos2 < 0 entonces
44 Imprimir "El segmento de r e c t a no i n t e r s e c t a l a e s f e r a "
45 s i no entonces
46 Imprimir "El segmento de r e c t a i n t e r s e c t a l a e s f e r a "
47 Fin s i
48

49 Fin s i
50

51 Fin procedimiento

En primera instancia para simpli�car los cálculos se traslada el origen al centro de la
esfera, luego se veri�ca si algún punto del segmento de recta se encuentra en el interior de
la esfera, de ser a�rmativo, implica que hay intersección, si los dos puntos se encuentran
en el interior entonces no hay intersección.

Figura IV.3: Izquierdo: uno de los angulos entre los vectores es >90. Derecha: ambos angulos
son agudos

Sin embargo, puede ocurrir que exista intersección de la recta con la esfera, pero los
puntos del segmento de recta se encuentren en la parte externa de la misma. Para deter-
minar este caso, se toman los ángulos de los vectores señalados en la �gura IV.3, si uno de
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los ángulos es obtuso entonces el segmento de recta se encuentra en el exterior de la esfera,
y en caso de que ambos ángulos sean agudos, entonces el segmento de recta atraviesa la
esfera.

1.4 Intersección Triángulo-Triángulo

Pseudocódigo:

Algoritmo IV.4: Intersección triángulo-triángulo

1

2 Procedimiento Intersecc ionSegmentoPlano (P1 , P2 )
3

4 // I n t e r s e c c i ó n de l t r i ángu l o P1 con e l t r i ángu l o P2
5

6 //Se v e r i f i c a s i l o s puntos de uno de l o s p lanos están de un s o l o lado
7 r = Ver i f icaLadoPuntos (P1)
8

9 Si r es verdadero entonces
10 Imprimir "No hay I n t e r s e c c i ó n "
11 S a l i r Procedimiento
12 Fin s i
13

14 Normalizar (P1)
15 Normalizar (P2)
16

17 r1 = Recta (P2 . punto1 , P2 . punto2 )
18 r2 = Recta (P2 . punto1 , P2 . punto3 )
19 r3 = Recta (P2 . punto2 , P2 . punto3 )
20

21 // out# = 0 no hay i n t e r s e c c i ó n , 1 s i hay i n t e r s e c c i ó n
22 out1 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r1 , P1 )
23 out2 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r2 , P1 )
24 out3 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r3 , P1 )
25

26 Si out1 = 1 o out2 = 1 o out3 = 1 entonces
27 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i o n "
28 S a l i r Procedimiento
29 Fin s i
30

31 r1 = Recta (P1 . punto1 , P1 . punto2 )
32 r2 = Recta (P1 . punto1 , P1 . punto3 )
33 r3 = Recta (P1 . punto2 , P1 . punto3 )
34

35 // out# = 0 no hay i n t e r s e c c i ó n , 1 s i hay i n t e r s e c c i ó n
36 out1 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r1 , P2 )
37 out2 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r2 , P2 )
38 out3 = Intersecc ionSegmentoPlano ( r3 , P2 )
39

40 Si out1 = 1 o out2 = 1 o out3 = 1 entonces
41 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n "
42 s i no entonces
43 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
44 Fin s i



66

45

46

47 Fin procedimiento

En el caso de la intersección de dos triángulos no se utiliza la fórmula para intersectar
dos planos en el modelo conforme, la razón se debe a que sin importar el resultado de la in-
tersección en el modelo conforme había que aplicar la técnica que se explica a continuación,
esta técnica ya determinaba la existencia o no de una intersección. El algoritmo consiste
en tomar cada segmento que forma un triángulo e intersectarlo con el otro triángulo.

Figura IV.4: Intersección Triángulo-Triángulo

Si algún segmento intersecta al triángulo, entonces implica que los dos triángulos se
intersectan, sin embargo, existe la posibilidad que en uno de los triángulos sus segmentos
no intersecten al plano, y aun así exista intersección (Figura IV.4 (b)). Por esa razón,
se toman los segmentos de ambos triángulos y se intersectan con cada triángulo. Esta
intersección se realiza con el algoritmo 4.3.

1.5 Intersección Triángulo-Esfera

Pseudocódigo:

Algoritmo IV.5: Intersección triángulo-triángulo

1

2 Procedimiento In t e r s e c c i onTr i angu l oEs f e r a (P1 , E1 )
3

4 // I n t e r s e c c i ó n de l t r i ángu l o P1 con l a e s f e r a E1
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5

6 //Se co l o ca e l o r i g en en e l cent ro de l a e s f e r a
7 CambioCoordenadasEsfera (E1)
8

9 //Se r e e s c r i b e n l o s puntos de l a r e c t a en e l nuevo s i s tema
10 CambioCoordenadasPlano (P1)
11

12 //Se v e r i f i c a s i algún punto se encuentra en e l i n t e r i o r de l a e s f e r a ,
solamente no va ver i n t e r s e c c i ó n cuando l o s 3 puntos e s t én en e l
i n t e r i o r de l a e s f e r a .

13 r = Ver i f i caPuntosDentroEs fe ra (P1)
14

15 Si r es verdadero entonces
16 Imprimir " S i hay I n t e r s e c c i ó n "
17 S a l i r Procedimiento
18 Fin s i
19

20 Normalizar (P1)
21

22 r = Calcu loIntersecc ionModeloConformePlanoEsfera (P1 , E1)
23

24 Si r < 0 entonces
25 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
26 s i no entonces
27

28 // Se v e r i f i c a s i una de l a s r e c t a s de l plano i n t e r s e c t a l a e s f e r a
29 r1 = Recta (P1 . punto2 , P1 . punto1 )
30 r2 = Recta (P1 . punto3 , P1 . punto2 )
31 r3 = Recta (P1 . punto1 , P1 . punto3 )
32

33 r e s1 = Inte r s ecc ionSegmentoEs f e ra (E1 , r1 ) ; // 0 = no i n t e r s e c t a , 1 =
i n t e r s e c t a

34 r e s2 = Inte r s ecc ionSegmentoEs f e ra (E1 , r2 ) ;
35 r e s3 = Inte r s ecc ionSegmentoEs f e ra (E1 , r3 ) ;
36

37 Si r e s1 = 1 o re s2 = 1 o re s3 = 1 entonces
38 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n "
39 s i no entonces
40

41 //Se c a l c u l a e l punto de l plano cuya d i s t a n c i a sea mas cor ta a l
cent ro de l a e s f e r a .

42 [ d , q ] = CalculoPuntoMasCorto (E1 , P1) // d = d i s t anc i a , q punto en e l
plano

43

44 Si d <= r entonces
45

46 v12 = P1 . punto2 − P1 . punto1
47 v10 = q − P1 . punto1
48

49 v23 = P1 . punto3 − P1 . punto2
50 v20 = q − P1 . punto2
51

52 v31 = P1 . punto1 − P1 . punto3
53 v30 = q − P1 . punto3
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54

55 s igno1 = b iv e c t o r ( v12 , v10 )
56 s igno2 = b iv e c t o r ( v23 , v20 )
57 s igno3 = b iv e c t o r ( v31 , v30 )
58

59 //Se que l o s s i gno s sean i gua l e s , s i son i g u a l e s imp l i ca que e l
punto q se encuentra dentro de l t r i ángu l o

60 Si s igno1 = s igno2 y s igno2 = s igno3 entonces
61 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n "
62 s i no entonces
63 Imprmir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
64 Fin s i
65

66 s i no entonces
67

68 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
69 Fin s i
70 Fin s i
71 Fin s i
72

73 Fin procedimiento

Este algoritmo requiere mayor cantidad de pasos, en primera instancia se veri�ca si
uno o dos puntos del triángulo se encuentra en el interior de la esfera, de ser a�rmativo,
implica que hay intersección, no obstante, si los tres puntos se encuentran en el interior
no hay intersección, en caso de que no se cumpla ninguna de estas condiciones entonces
los tres puntos del triángulo están fuera de la esfera.

Figura IV.5: Casos posibles en intersección Triángulo-Esfera

Por lo tanto, se procede a calcular la intersección en el modelo conforme, si el plano
intersecta a la esfera, entonces se realizan los siguientes pasos para determinar si el trián-
gulo intersecta a la esfera.

El primer paso consiste en veri�car si uno de los segmentos del triángulo intersecta
a la esfera, en caso de ser a�rmativo la colisión existe (�gura IV.5, (a) ), el caso más
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complicado es cuando ningún segmento intersecta la esfera y aún así ocurre intersección
(�gura IV.5, (b) ).

Figura IV.6: Intersección Triangulo-Esfera

Para solucionar el problema, se calcula el punto q (�gura IV.6) cuya distancia sea
mínima con respecto al centro, para veri�car que este punto se encuentra en el interior del
triángulo se aplica la técnica que se describe en el capítulo 1 sección 1.5.1 . Si el punto
se encuentra en el interior entonces el triángulo intersecta la esfera, en caso contrario el
triángulo no lo intersecta.

1.6 Intersección Esfera-Esfera

Algoritmo IV.6: Intersección esfera-esfera

1

2 Procedimiento I n t e r s e c c i o nE s f e r aE s f e r a (E1 , E2 )
3

4 // I n t e r s e c c i ó n de l a e s f e r a E1 con l a e s f e r a E2
5

6 //Se co l o ca e l o r i g en en e l cent ro de l a e s f e r a
7 CambioCoordenadasEsfera (E1)
8 CambioCoordenadasEsfera (E2)
9

10 r = Calcu lo Inter secc ionMode loConformeEs fe raEs fe ra (E1 , E2)
11

12 Si r >= 0 entonces
13 Imprimir " S i hay i n t e r s e c c i ó n "
14 s i no entonces
15 Imprimir "No hay i n t e r s e c c i ó n "
16 Fin s i
17

18 Fin procedimiento
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Este algoritmo es más sencillo ya que solo es su�ciente capturar el resultado de inter-
sección en el modelo conforme.

2 Implementación

La implementación se realizó en dos fases.

Fase 1: En esta fase se usó el programa Matlab para implementar los algoritmos, la
elección de este programa se debe a la simplicidad para escribir algoritmos matemáti-
cos.

Figura IV.7: Autodesk Maya

También se uso el programa Autodesk Maya (programa de animación /modelado
3D), que fue de vital ayuda para probar los algoritmos para caso no triviales, por
ejemplo, para probar si dos rectas se intersectaban, era complicado probar casos no
triviales ya que había que realizar el cálculo manual, Maya evitaba este cálculo, ya
que cuenta con manipuladores para moverse fácilmente en 3D.

Asimismo, se creo en Maya un código utilizando su lenguaje de programación MEL,
que permite transferir la información desde Maya hasta Matlab. El uso de estos dos
programas, hizo que la fase de prueba fuera precisa y rápida.

Fase 2: Una vez que los algoritmos funcionaban en la fase 1, y se habían realizado
las pruebas para casos no triviales, se procede a implementar los algoritmos en CPU
y CUDA. En esta fase se utiliza lo siguiente:

• Para implementar los algoritmos se utilizó Microsoft Visual C++ 2008.
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• Para la interfaz se empleo los controladores de NVIDIA (NVIDIA Widgets)
(http://code.google.com/p/nvidia-widgets/).

• Para cargar las mallas poligonales se uso la librería Trimesh [57].

• CPU: se utilizó un CPU 3.0Ghz Intel.

• GPU: se usó una NVIDIA 9600GT con 64 núcleos.

Esta fase �uyo con rapidez, ya que los algoritmos habían sido probados en la fase
1, y en el caso de un resultado no esperado o errado, era sencillo detectar el error,
ya que se corrían los algoritmos en Matlab y se comparaban los resultados con los
obtenidos en C++.

2.1 Programa

El programa usa la librería Opengl para el despliegue 3D, este consta de un menú
(presionar el botón izquierdo del mouse) que presenta las opciones que tiene el pro-
grama.

Figura IV.8: Interfaz del Programa

Las teclas para realizar las operaciones de intersección, se muestran en el menú entre
los ( ) de cada opción. También se tienen las siguientes acciones:
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• Tecla 1,2,...9: permite seleccionar la malla (mesh) que se allá introducido, los
números corresponden al orden en que estas fueron insertadas.

• Tecla f : Permite aislar las caras que presentan alguna intersección.

• Tecla d: Elimina la malla seleccionada.

2.2 Con�guración CUDA

Como se explica en el capítulo 3, es trabajo del programador proporcionar la canti-
dad de hilos y bloques que usa el código de CUDA para su ejecución, la interrogante
sería ¾Como de�nir la cantidad de hilos para cada bloque?, dentro de las especi�-
caciones de CUDA se encuentra que un bloque soporta un máximo de 512 hilos, no
obstante, hay ciertas limitaciones.

Un multiprocesador o GPU core, puede almacenar 8192 registros, cuando se compila
el programa este muestra que cada función de intersección necesita 32 registros. Por
ejemplo, si se quiere intersectar una malla con una recta, la función de intersección
necesita 32 registros (por hilo), por lo tanto, se si divide 8192/32 = 256 hilos por
bloque. En conclusión, para ejecutar cualquier tipo de intersección se usan 256 hilos
por bloque.

En este programa un hilo equivale a un triángulo de la malla y un kernel es la función
de intersección, como se tiene un máximo de 65536 bloques, se pueden procesar ma-
llas de 16.000.000 millones de triángulos, cabe mencionar que no se esta trabajando
con mallas de esta magnitud.

Para los cálculos de las transformaciones básicas (traslación, rotación y escalado)
por ser operaciones más simples, la cantidad de registro utilizado es de 14 por hilo.
Esto permite usar la máxima capacidad de los bloques, no obstante, se usaron 500
hilos por bloque, siguiendo la recomendación de la documentación de NVIDIA que
señala de no llevar al límite el máximo de hilos permitidos.

2.3 Detalles de implementación

En el desarrollo del programa hubo algunos problemas que serán descritos breve-
mente a continuación:

• Normalizar las rectas y planos: en la fase 1 se detectó un problema de pre-
cisión, por ejemplo, supongamos que dos rectas se intersectan, si se toman los
4 puntos originales (2 por cada recta), el algoritmo no presentaba una buena
precisión (en algunos casos) para igualar eer = 0, las pruebas revelaron que la
razón era la distancia de los puntos, si se tomaba el punto de una de las rectas
y se alejaba del otro punto una distancia considerable, la precisión disminuía.
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Para hacer que el resultado numérico fuera preciso y no cambiara a medida que
uno de los puntos se moviera, se optó por normalizar la recta.

Figura IV.9: Normalizar puntos de la recta

Este proceso consiste en mover uno de los puntos de la recta tal que la longitud
del segmento fuera igual a 1 (�gura IV.9), con este arreglo, se tiene un valor
numérico preciso y útil para validar los resultados.

• Esferas: Un problema similar sucede con las esferas, en el caso de intersección
esfera-recta y esfera-plano, la solución fue centrar el origen en la esfera, pero en
el caso de esfera-esfera, se tenia otro problema.

Para intersectar dos esferas se toma el signo de B2, tal como se expresa en el
capítulo 2, sección 2.3.3, fórmula (2.1), en la fase 1 no se presentó problemas
con esta fórmula, todos los resultados eran lo esperado, el problema se presenta
en la fase 2. Sea el siguiente ejemplo, dos esferas con la siguiente con�guración:

◦ Esfera 1: centro = [0 0 0], radio = 8

◦ Esfera 2: centro = [558,93 206,351 38,258], radio = 8

Calculando la intersección se tiene que B2 = −8,7272e + 021, como se puede
apreciar el signo es negativo, pero la expresión numérica es extremadamente
grande. Esto ocasiona problemas en la fase 2, en este caso el inconveniente no
era de precisión sino de arquitectura del hardware. El programa fue creado en
32Bits, la razón de ello se debe a que la tarjeta grá�ca utilizada la NVIDIA
9600GT es de 32 Bits. CUDA implementa los 64 bits a partir de la tarjeta de
vídeo geforce GT220.

Una variable del tipo double de 32 Bits, puede llegar hasta un valor máximo
de −2,147,483,648..,2,147,483,647, como se aprecia, es muy inferior al número
obtenido en matlab, esto daba inconsistencia en los resultado de la fase 2, cuan-
do las esferas están muy alejadas unas de otras.
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Por los momentos debido a las limitaciones del hardware esta falla no fue sol-
ventada, pero se aclara que el algoritmo funciona, ya que en la fase 1 no presenta
ningún inconveniente.

2.4 Tiempo de ejecución

En primera instancia todos los algoritmos mencionados arriba toman un tiempo
constante C para ejecutarse, ya que los algoritmos son instrucciones que se ejecutan
sin ninguna iteración.

Como se menciona en el inicio del capítulo, se esta trabajando en el peor de los
casos, por ejemplo, en el caso de intersectar una recta con una malla geométrica de
n triángulos se procede a aplicar el algoritmo de intersección a cada triángulo de la
malla. Por lo tanto los tiempos de ejecución son los siguientes:

• Interseccion Recta-Malla (n triángulos): el algoritmo es de orden O(n).

• Interseccion Plano-Malla (n triángulos): el algoritmo es de orden O(n).

• Interseccion Esfera-Malla (n triángulos): el algoritmo es de orden O(n).

• Interseccion Malla (n triángulos)-Malla (m triángulo): el algoritmo es de orden
O(nm).

• Interseccion Recta- k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k).

• Interseccion Plano- k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k).

• Interseccion k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k2).

Estos tiempos son para la ejecución a través del CPU, en el caso del GPU, como
se corre en paralelo es cuestión de dividir entre el numero de GPU cores o núcleos,
es decir, si el algoritmo corre en orden O(n), corriendo en paralelo sería de orden
O(n/c) donde c son los cores o núcleos que ejecutan los algoritmos.
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CAPÍTULO V

RESULTADOS

En un artículo de Daniel Fontijne y Leo Dorst [1], muestran el uso de distintas ál-
gebras y geometrías en la computación grá�ca, ellos aplican el estudio enfocándose en el
Ray Tracing, donde efectivamente muestran que la Geometría Conforme 5D en tiempo de
cómputo no es el más e�ciente.

Consciente de esto, se quiere ver como el uso del GPU minimiza el tiempo de cómputo,
en este caso como se vio en el capítulo 4, el estudio se enfoca al área de intersección o
colisión de distintos elementos.

1 Intersección de primitivas con una malla poligonal

En las grá�cas que se muestran a continuación se colisiona una malla poligonal con
tres primitivas, segmento de recta, triángulo y esfera. El tiempo se mide en milisegundos
y el valor en verde que se muestra en las grá�cas representa los triángulos intersectados.

Para este estudio se uso la malla poligonal Bunny en diferentes resoluciones 1K, 4K,
16K, 69K, 200K, 1000K y 4000K, donde 1K = 1000 triángulos. En el apéndice B se
muestran capturas de pantallas de las intersecciones.

Figura V.1: Intersección Segmento - Malla Bunny
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Figura V.2: Intersección Triángulo - Malla Bunny

1.1 Colisión de dos mallas poligonales

Aquí se muestran los tiempos de colisionar una malla poligonal 1K triángulos (Bunny),
con diferentes resoluciones de otra malla poligonal (Armadillo).

Bunny - Armadillo Bunny Armadillo
1K - 5K 187 491
1K - 20K 185 996
1K - 100K 194 2215
1K - 345K 195 3968
1K - 1000K 107 5498
1K - 5000K 191 15063

La tabla muestra los triángulos intersectados por cada malla.

1.2 Colisión de Esferas con primitivas

En esta etapa se colisiona un conjunto de esferas (500, 1K, 2.5K, 5K y 10K) con las
diferentes primitivas, para hacer esto, se generan esferas aleatorias en un volumen cuya
medidas se expresa a continuación:
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Figura V.3: Intersección Esfera - Malla Bunny

Esferas Volumen
500 20x20x20
1K 20x20x20
2.5K 40x40x40
5K 80x80x80
10K 80x80x80

No obstante, por el problema descrito en el capítulo 4, que señala que si dos esferas
están muy alejadas usando la plataforma de 32Bits, se podría tener un error en la validación
de la intersección, solo para la intersección esferas con esferas los volúmenes para 5K y 10K
esferas se cambio para 40x40x40, con este volumen el algoritmo funciona correctamente.



78

Figura V.4: Intersección Malla Bunny - Malla Armadillo

1.3 Análisis

En primera instancia se deja en claro que las grá�cas están en escala logarítmica. Las
tres primeras grá�cas (V.1,V.2 y V.3) muestran la intersección de una malla poligonal
con las tres primitivas básicas: segmento de recta, triángulo y esferas. Como era de espe-
rar el GPU reduce el tiempo de cómputo de manera muy radical, más aún, aunque cada
colisión presenta tiempos diferentes se puede apreciar una misma tendencia en las grá�cas.

Por ejemplo, tomando el último valor de la intersección Malla (Bunny) con el segmento
de recta:

Triángulos Milisegundos Segundos
CPU 4000K 30034,4 30,034
GPU 4000K 715,872 0,715

Se tiene que el GPU va 41X más rápido que el CPU, se puede apreciar que para 4000K
el GPU ni siquiera alcanza el segundo de ejecución. Más aún, en las tres grá�cas, cuando
se intersectan las primitivas con la malla poligonal 4000K, ninguna supera el segundo de
ejecución en el GPU, esto permite la posibilidad de hacer una ejecución del programa en
tiempo real usando el GPU.

Los resultados de estas tres primeras grá�cas, también muestran que la intersección
malla (bunny) con un triángulo es mas rápido que la intersección de la misma malla con el
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Figura V.5: Intersección Esferas - Segmento Recta

segmento de recta y la esfera, esto en parte no se debe a que la fórmula de intersección sea
más simple. Si se observa el Algoritmo 4.4 (línea 7), se tiene un pequeño �ltro, es decir, si
3 puntos de un triángulo se encuentran de un lado del plano que forma el otro triángulo, el
algoritmo termina su ejecución y no realiza los cálculos en el modelo conforme, ya que no
existe la posibilidad de intersección, reduciendo el tiempo de ejecución considerablemente.

Luego se tiene la grá�ca V.4, aquí se tiene un ejemplo muy claro del poder del
GPU cuando se trabaja con una información de gran tamaño, se puede apreciar que
la intersección de una malla poligonal de 4000K con otra malla de 1K, lo que genera
4.000.000.000 millones de iteraciones. Usando el CPU se genera un tiempo de cómputo bi-
en alto (20856900 milisegundos = 20856,9 segundos = 347 minutos), si se compara con los
81 segundos que tarda en el GPU. Con esta grá�ca realmente se puede ver la importancia
actual del porque empresas diseñadoras de programas y cientí�cos están usando el GPU
como una alternativa muy atractiva para realizar cálculos numéricos.

Las últimas tres gra�cas V.5, V.6 y V.7 muestran la intersección de un grupo de esferas
con las tres primitivas básicas, al igual que las grá�cas anteriores se aprecia una diferen-
cia considerable en los tiempos de cómputo entre CPU y el GPU, cuando se trabaja con
una cantidad grandes de esferas (10K), inclusive en el caso de intersectar esferas con un
segmento de recta o un triángulo, fácilmente el programa pudiera ejecutarse en tiempo real.
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Figura V.6: Intersección Esferas - Triángulo

Figura V.7: Intersección Esferas - Esferas
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2 Geometría Euclidea 3D vs Geometría Conforme 5D

Como un estudio extra, se compara a continuación la intersección de una malla con
un segmento de recta y un triángulo, usando la Geometría Euclidea 3D, es claro, por el
estudio hecho por Fontijne [1], que el modelo conforme es más lento, no obstante se quiere
ver que tanto es la diferencia cuando se trabaja con intersecciones.

Para este estudio se uso solamente el CPU, y para los algoritmos en 3D se utilizaron
los dos algoritmos más conocidos en términos de intersección, como son A Fast Triangle-
Triangle Intersection Test de Tomas Moller [58] y Fast, Minimum Storage Ray-
Triangle Intersection también de Tomas Moller y Ben Trumbore [59].

Figura V.8: Intersección Malla Bunny - Segmento Recta

Se aprecia en las grá�cas V.8 y V.9, que el algoritmo en 3D es más e�ciente que el
algoritmo en el modelo conforme en 5D, se pudiera decir que es 2X o 4X más rápido que
el modelo conforme. No obstante, hay que mencionar que el modelo conforme es algo que
se esta empezando a usar en el mundo de la computación grá�ca de manera reciente, con
esto se quiere decir, que futuros trabajos pudieran optimizar los cálculos para que estos
algoritmos sean más e�ciente.
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Figura V.9: Intersección Malla Bunny - Triángulo
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CAPÍTULO VI

CONCLUSIÓN

Este trabajo presentó dos resultados importantes, el primero es referente a las fórmulas
de intersección que se obtuvieron usando el modelo conforme, con estas fórmulas se pu-
do escribir un algoritmo para intersectar las primitivas básicas usadas en la computación
grá�cas. Se pudo apreciar como este modelo conforme simpli�ca la notación, como por
ejemplo, el hecho que para intersectar las primitivas en este espacio se usa prácticamente
una sola fórmula, como se describe en el capítulo 2. No obstante, por lo descrito en el
apéndice A, se puede apreciar que realizar los cálculos en este espacio puede ser una tarea
ardua.

El segundo punto importante, son los resultados obtenidos con estas intersecciones,
donde se pudo comparar los tiempos de cómputo entre el CPU y el GPU. Con esos re-
sultados se pudo ver como el GPU mejora considerablemente el tiempo de respuesta del
algoritmo. Las pruebas indicaron que el GPU incrementaba la rapidez considerablemente
hasta 41X en el caso de la intersección de una malla de triángulo con una recta.

Esto no signi�ca que el uso de este espacio sea e�ciente en término de cómputo. Al
�nal del capítulo 5 se aprecia como este modelo es más lento que los algoritmos que us-
an el espacio euclídeo, no obstante, cabe mencionar que dicho espacio se esta aplicando
de manera reciente en la computación grá�ca. Este espacio por el hecho de estar en 5D,
contiene mucha información para ser explorada. Como por ejemplo, cada intersección da
como resultado un multivector, sería interesante indagar en trabajos futuros que represen-
tan esos valores en dicho multivector.

Cabe destacar que el tiempo de cómputo puede ser reducido considerablemente en el
modelo conforme, si se emplean algunas estructura de datos que simpli�que el proceso
de intersección, como por ejemplo, Octree, BSP, entre otros, los algoritmos reducirían el
tiempo de cómputo considerablemente, ya que no se estaría intersectando con cada trián-
gulo de la malla poligonal.

También para trabajos futuros se puede considerar encontrar las fórmulas para encon-
trar los puntos, planos, rectas y círculos de cada intersección que no fueron tratados en
este trabajo.

Como nota �nal este trabajo de grado presentó en un artículo [60], un resumen para la
conferencia V Ibero-American Symposium in Computer Graphics, SIACG2011 a realizarse
en Algarve, Portugal. Dicho artículo fue aprobado para ser presentado en la conferencia.
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APÉNDICE A

INTERSECCIÓN Y TRANSFORMACIONES

En este apéndice se presentan los cálculos desarrollados para resolver los problemas de
los objetivos planteados en la tesis.

1 Primitivas

En esta parte, se resuelve las ecuaciones de cada primitiva, hasta poner la ecuación en
término de la base del espacio conforme. Para ello se considera la siguiente regla:

Pi = 2xi + x2
in− n̄ (A.1)

Para desarrollar los cálculos se emplea hasta un máximo de 4 puntos xi, los cuales se
de�nen:

x1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

x2 = b1e1 + b2e2 + b3e3

x3 = c1e1 + c2e2 + c3e3

x4 = d1e1 + d2e2 + d3e3

(A.2)

1.1 Recta

Se tiene que una recta es igual:

L = P1 ∧ P2 ∧ n (A.3)

Se calcula primero P1 ∧ P2,

P1 ∧ P2 = (2x1 + x2
1n− n̄) ∧ (2x2 + x2

2n− n̄) ∧ n

P1 ∧ P2 = 4(x1 ∧ x2) + 2x2
2(x1 ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄) + 2x2

1(n ∧ x2) + x2
1x

2
2(n ∧ n)

− x2
1(n ∧ n̄)− 2(n̄ ∧ x2)− x2

2(n̄ ∧ n) + (n̄ ∧ n)

(A.4)

Simpli�cando n ∧ n = n̄ ∧ n̄ = 0 se tiene:

P1 ∧ P2 = 4(x1 ∧ x2) + 2x2
2(x1 ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄) + 2x2

1(n ∧ x2)− x2
1(n ∧ n̄)

− 2(n̄ ∧ x2)− x2
2(n̄ ∧ n)

(A.5)
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Se calcula L = P1 ∧ P2 ∧ n,

L = 4(x1 ∧ x2 ∧ n) + 2x2
2(x1 ∧ n ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄ ∧ n) + 2x2

1(n ∧ x2 ∧ n)

− x2
1(n ∧ n̄ ∧ n)− 2(n̄ ∧ x2 ∧ n)− x2

2(n̄ ∧ n ∧ n)
(A.6)

Los factores donde se repite n se anulan,

L = 4(x1 ∧ x2 ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄ ∧ n) + 2(x2 ∧ n̄ ∧ n)

= 4(x1 ∧ x2 ∧ n) + 2(x1 ∧ n ∧ n̄)− 2(x2 ∧ n ∧ n̄)

= 4(x1 ∧ x2 ∧ n)− 2(x2 − x1) ∧ n ∧ n̄

(A.7)

Ahora se procede a expresar (A.7) en términos de la base del espacio conforme. Dicho
cálculo se hace por segmentos empezando con (x1 ∧ x2 ∧ n),

x1 ∧ x2 = (a1b2 − a2b1)e1 ∧ e2 + (a2b3 − a3b2)e2 ∧ e3 + (a3b1 − a1b3)e3 ∧ e1 (A.8)

x1 ∧ x2 ∧ n = (a1b2 − a2b1)e1 ∧ e2 ∧ n+ (a2b3 − a3b2)e2 ∧ e3 ∧ n+ (a3b1 − a1b3)e3 ∧ e1 ∧ n

Ahora se expresa (x1 ∧ n ∧ n̄),

x1 ∧ n ∧ n̄ = (a1e1 + a2e2 + a3e3) ∧ n ∧ n̄

= a1e1 ∧ n ∧ n̄+ a2e1 ∧ n ∧ n̄+ a3e3 ∧ n ∧ n̄
(A.9)

Ahora se expresa (x2 ∧ n ∧ n̄),

x2 ∧ n ∧ n̄ = (b1e1 + b2e2 + b3e3) ∧ n ∧ n̄

= b1e1 ∧ n ∧ n̄+ b2e1 ∧ n ∧ n̄+ b3e3 ∧ n ∧ n̄
(A.10)

Tomando la resta de (A.7), 2(x1 ∧ n ∧ n̄)− 2(x2 ∧ n ∧ n̄),

2(x1 ∧ n ∧ n̄)− 2(x2 ∧ n ∧ n̄) =2[(a1 − b1)e1 ∧ n ∧ n̄+ (a2 − b2)e2 ∧ n ∧ n̄

+ (a3 − b3)e3 ∧ n ∧ n̄]
(A.11)

Por lo tanto L,

L =4[(a1b2 − a2b1)e1 ∧ e2 ∧ n+ (a2b3 − a3b2)e2 ∧ e3 ∧ n+ (a3b1 − a1b3)e3 ∧ e1 ∧ n]

+ 2[(a1 − b1)e1 ∧ n ∧ n̄+ (a2 − b2)e2 ∧ n ∧ n̄+ (a3 − b3)e3 ∧ n ∧ n̄]
(A.12)

Ahora n = e+ ē y n = e− ē, por lo tanto (A.12),
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L = 4[(a1b2 − a2b1)e1e2e+ (a1b2 − a2b1)e1e2ē+

(a2b3 − a3b2)e2e3e+ (a2b3 − a3b2)e2e3ē+

(a3b1 − a1b3)e3e1e+ (a3b1 − a1b3)e3e1ē]+

2[−2(a1 − b1)e1eē− 2(a2 − b2)e2eē− 2(a3 − b3)e3eē]

(A.13)

Donde la ecuación �nal L queda igual,

L = 4[(a1b2 − a2b1)e1e2e+ (a1b2 − a2b1)e1e2ē

+ (a2b3 − a3b2)e2e3e+ (a2b3 − a3b2)e2e3ē

+ (a3b1 − a1b3)e3e1e+ (a3b1 − a1b3)e3e1ē]

− (a1 − b1)e1eē− (a2 − b2)e2eē− (a3 − b3)e3eē]

(A.14)

Por motivos de simpli�car la fórmula para cálculos futuros, se de�ne lo siguiente,

β1 = (a1b2 − a2b1)

β2 = (a2b3 − a3b2)

β3 = (a3b1 − a1b3)

β4 = (a1 − b1)

β5 = (a2 − b2)

β6 = (a3 − b3)

(A.15)

Por lo tanto se simpli�ca la expresión de la recta L,

L = 4[β1e1e2e+ β1e1e2ē+ β2e2e3e+ β2e2e3ē+ β3e3e1e+ β3e3e1ē

− β4e1eē− β5e2eē− β6e3eē]
(A.16)

1.2 Plano

Un plano se de�ne:

L = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n (A.17)

De (A.5) tenemos:

P1 ∧ P2 = 4(x1 ∧ x2) + 2x2
2(x1 ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄) + 2x2

1(n ∧ x2)− x2
1(n ∧ n̄)

− 2(n̄ ∧ x2) + x2
2(n ∧ n̄)

(A.18)

Se procede a calcular P1 ∧ P2 ∧ P3:
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P1 ∧ P2 ∧ P3 = (4(x1 ∧ x2) + 2x2
2(x1 ∧ n)− 2(x1 ∧ n̄) + 2x2

1(n ∧ x2)− x2
1(n ∧ n̄)

− 2(n̄ ∧ x2) + x2
2(n ∧ n̄)) ∧ (2x3 + x2

3n− n̄)
(A.19)

P1 ∧ P2 ∧ P3 =8(x1 ∧ x2 ∧ x3) + 4x2
3(x1 ∧ x2 ∧ n)− 4(x1 ∧ x2 ∧ n̄)

+ 4x2
2(x1 ∧ n ∧ x3) + 2x2

2x
2
3(x1 ∧ n ∧ n)− 2x2

2(x1 ∧ n ∧ n̄)

− 4(x1 ∧ n̄ ∧ x3)− 2x2
3(x1 ∧ n̄ ∧ n) + 2(x1 ∧ n̄ ∧ n̄)

− 4x2
1(x2 ∧ n ∧ x3)− 2x2

1x
2
3(x2 ∧ n ∧ n) + 4x2

1(x2 ∧ n ∧ n̄)

− 2x1(n ∧ n̄ ∧ x3)− x2
1x

2
3(n ∧ n̄ ∧ n) + x2

1(n ∧ n̄ ∧ n̄)

+ 4(x2 ∧ n̄ ∧ x3) + 2x2
3(x2 ∧ n̄ ∧ n)− 2(x2 ∧ n̄ ∧ n̄)

+ 2x2
2(n ∧ n̄ ∧ x3) + x2

2x
2
3(n ∧ n̄ ∧ n)− x2

2(n ∧ n̄ ∧ n̄)

(A.20)

Anulando los productos externos donde se repiten términos,

P1 ∧ P2 ∧ P3 =8(x1 ∧ x2 ∧ x3) + 4x2
3(x1 ∧ x2 ∧ x3)− 4(x1 ∧ x2 ∧ n̄)

+ 4x2
2(x1 ∧ n ∧ x3)− 2x2

2(x1 ∧ n ∧ n̄)

− 4(x1 ∧ n̄ ∧ x3)− 2x2
3(x1 ∧ n̄ ∧ n)

− 4x2
1(x2 ∧ n ∧ x3) + 4x2

1(x2 ∧ n ∧ n̄)

− 2x1(n ∧ n̄ ∧ x3) + x2
1(n ∧ n̄ ∧ n̄)

+ 4(x2 ∧ n̄ ∧ x3) + 2x2
3(x2 ∧ n̄ ∧ n)

+ 2x2
2(n ∧ n̄ ∧ x3)

(A.21)

Ahora se calcula P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n, además se retira las expresiones donde el producto
externo contiene términos repetidos:

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n =8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n)− 4(x1 ∧ x2 ∧ n̄ ∧ n)

− 4(x1 ∧ n̄ ∧ x3 ∧ n) + 4(x2 ∧ n̄ ∧ x3 ∧ n)
(A.22)

Ordenando los términos se tiene,

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n =8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n) + 4[(x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄)

− (x1 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄) + (x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄)]
(A.23)

Ahora se expresa esta última ecuación en términos de la base del espacio conforme, se
resuelve primero la expresión (x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n), usando (A.8) tenemos,

x1 ∧ x2 ∧ x3 =(a1b2c3 − a2b1c3)e1 ∧ e2 ∧ e3 + (a2b3c1 − a3b2c1)e1 ∧ e2 ∧ e3

+ (a3b1c2 − a1b3c2)e1 ∧ e2 ∧ e3
(A.24)

Por lo tanto,
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x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n =(a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ n

Resolviendo (x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄) se tiene,

x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄ =(a1b2 − a2b1)e1 ∧ e2 ∧ n ∧ n̄+ (a2b3 − a3b2)e2 ∧ e3 ∧ n ∧ n̄

+ (a3b1 − a1b3)e3 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄
(A.25)

Resolviendo (x1 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄) se tiene,

x1 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄ =(a1c2 − a2c1)e1 ∧ e2 ∧ n ∧ n̄+ (a2c3 − a3c2)e2 ∧ e3 ∧ n ∧ n̄

+ (a3c1 − a1c3)e3 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄
(A.26)

Y resolviendo (x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄) se tiene,

x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄ =(b1c2 − b2c1)e1 ∧ e2 ∧ n ∧ n̄+ (b2c3 − b3c2)e2 ∧ e3 ∧ n ∧ n̄

+ (b3c1 − b1c3)e3 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄
(A.27)

Por lo tanto la ecuación (A.23) viene expresada por,

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n =8[(a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ n]

+ 4[(a1b2 − a2b1 − a1c2 + a2c1 + b1c2 − b2c1)e1 ∧ e2 ∧ n ∧ n̄

+ (a2b3 − a3b2 − a2c3 + a3c2 + b2c3 − b3c2)e2 ∧ e3 ∧ n ∧ n̄

+ (a3b1 − a1b3 − a3c1 + a1c3 + b3c1 − b1c3)e3 ∧ e1 ∧ n ∧ n̄]

(A.28)

Para simpli�car los cálculos se toman las siguientes variables:

ω1 = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)

ω2 = (a1b2 − a2b1 − a1c2 + a2c1 + b1c2 − b2c1)

ω3 = (a2b3 − a3b2 − a2c3 + a3c2 + b2c3 − b3c2)

ω4 = (a3b1 − a1b3 − a3c1 + a1c3 + b3c1 − b1c3)

(A.29)

Reemplazando n y n̄ en término de las bases se obtiene,

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n =8ω1e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ n+ 4[−2ω2e1e2eē− 2ω3e2e3eē− 2ω2e3e1eē] (A.30)

Por último la ecuación del plano se expresa como,

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ n =8[ω1e1e2e3e+ ω1e1e2e3ē− ω2e1e2eē− ω3e2e3eē− ω2e3e1eē] (A.31)
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1.3 Esfera

Una esfera se de�ne como:

E = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4 (A.32)

Ahora tomando el resultado (A.21), re-ordenando y aplicando factor común tenemos:

P1 ∧ P2 ∧ P3 =8(x1 ∧ x2 ∧ x3) + 4x2
3(x1 ∧ x2 ∧ n)− 4(x1 ∧ x2 ∧ n̄)

+ 4x2
1(x2 ∧ x3 ∧ n)− 4(x2 ∧ x3 ∧ n̄)

+ 4x2
2(x3 ∧ x1 ∧ n)− 4(x3 ∧ x1 ∧ n̄)

+ (2x2
3 − 2x2

2)(x1 ∧ n ∧ n̄)

+ (2x2
1 − 2x2

3)(x2 ∧ n ∧ n̄)

+ (2x2
2 − 2x2

1)(x3 ∧ n ∧ n̄)

(A.33)

Ahora se proceda a calcular la siguiente expresión,

P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4 =[8(x1 ∧ x2 ∧ x3) + 4x2
3(x1 ∧ x2 ∧ n)− 4(x1 ∧ x2 ∧ n̄)

+ 4x2
1(x2 ∧ x3 ∧ n)− 4(x2 ∧ x3 ∧ n̄)

+ 4x2
2(x3 ∧ x1 ∧ n)− 4(x3 ∧ x1 ∧ n̄)

+ (2x2
3 − 2x2

2)(x1 ∧ n ∧ n̄)

+ (2x2
1 − 2x2

3)(x2 ∧ n ∧ n̄)

+ (2x2
2 − 2x2

1)(x3 ∧ n ∧ n̄)] ∧ (2x4 + x2
4n− n̄)

(A.34)

Por lo tanto,

E =16(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ x4) + 8x2
3(x1 ∧ x2 ∧ n ∧ x4)− 8(x1 ∧ x2 ∧ n̄ ∧ x4)

+ 8x2
1(x2 ∧ x3 ∧ n ∧ x4)− 8(x2 ∧ x3 ∧ n̄ ∧ x4) + 8x2

2(x3 ∧ x1 ∧ n ∧ x4)

− 8(x3 ∧ x1 ∧ n̄ ∧ x4) + (4x2
3 − 4x2

2)(x1 ∧ n ∧ n̄ ∧ x4) + (4x2
1 − 4x2

3)(x1 ∧ n ∧ n̄ ∧ x4)

+ (4x2
2 − 4x2

1)(x3 ∧ n ∧ n̄ ∧ x4) + 8x2
4(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n)− 4x2

4(x1 ∧ x2 ∧ n̄ ∧ n)

− 4x2
4(x2 ∧ x3 ∧ n̄ ∧ n)− 4x2

4(x3 ∧ x1 ∧ n̄ ∧ n)− 8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ n̄)

− 4x2
3(x1 ∧ x2 ∧ n ∧ n̄)− 4x2

1(x2 ∧ x3 ∧ n ∧ n̄)− 4x2
2(x3 ∧ x1 ∧ n ∧ n̄)

(A.35)

Re-ordenando y haciendo n = e+ ē y n̄ = e− ē,
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E =16(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ x4)− 8x2
3(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ e)− 8x2

3(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ ē)

+ 8(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ e)− 8(x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ ē)− 8x2
1(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ e)

− 8x2
1(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ ē) + 8(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ e)− 8(x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ ē)

− 8x2
2(x3 ∧ x1 ∧ x4 ∧ e)−−8x2

2(x3 ∧ x1 ∧ x4 ∧ ē) + 8(x3 ∧ x1 ∧ x4 ∧ e)

− 8(x3 ∧ x1 ∧ x4ē) + 8x2
4(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ e) + 8x2

4(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ ē)

− 8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ e) + 8(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ ē)− 8(x2
3 − x2

2)(x1 ∧ x4 ∧ e ∧ ē)

− 8(x2
1 − x2

3)(x2 ∧ x4 ∧ e ∧ ē)− 8(x2
2 − x2

1)(x3 ∧ x4 ∧ e ∧ ē)

− 8(x2
4 − x2

3)(x1 ∧ x2 ∧ e ∧ ē)− 8(x2
4 − x2

1)(x2 ∧ x3 ∧ e ∧ ē)

− 8(x2
4 − x2

2)(x3 ∧ x1 ∧ e ∧ ē)

(A.36)

Usando el resultado (A.24) y (A.8) se tiene,

E =α124(1− x2
3)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e)− α124(1− x2

3)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē)

+ α234(1− x2
1)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e)− α234(1− x2

1)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē)

+ α314(1− x2
2)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e)− α314(1− x2

2)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē)

+ α123(x
2
4 − 1)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e)− α123(x

2
4 − 1)(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ē)

− (x2
3 − x2

2)[ad12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + ad23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + ad31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

− (x2
1 − x2

3)[bd12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + bd23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + bd31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

− (x2
2 − x2

1)[cd12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + cd23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + cd31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

− (x2
4 − x2

3)[ab12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + ab23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + ab31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

− (x2
4 − x2

1)[bc12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + bc23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + bc31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

− (x2
4 − x2

2)[ca12(e1 ∧ e2 ∧ e ∧ ē) + ca23(e2 ∧ e3 ∧ e ∧ ē) + ca31(e3 ∧ e1 ∧ e ∧ ē)]

Donde,

α124 = (a1b2d3 + a2b3d1 + a3b1d2 − a2b1d3 − a3b2d1 − a1b3d2)

α234 = (b1c2d3 + b2c3d1 + b3c1d2 − b2c1d3 − b3c2d1 − b1c3d2)

α314 = (c1a2d3 + c2a3d1 + c3a1d2 − c2a1d3 − c3a2d1 − c1a3d2)

α123 = (a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a2b1c3 − a3b2c1 − a1b3c2)

(A.37)

Y las variables del tipo ad12, bc31, etc, se expresan con la siguiente notación,

xyij = xiyj − xjyi (A.38)

Factorizando y simpli�cando se tiene,

E = µ1e1e2e3e+ µ2e1e2e3ē− µ3e1e2eē− µ4e2e3eē− µ5e3e1eē (A.39)
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Donde,

µ1 =α124(1− x2
3) + α234(1− x2

1) + α314(1− x2
2) + α123(x

2
4 − 1)

µ2 =α123(1 + x2
4)− α124(1 + x2

3)− α234(1 + x2
1)− α314(1 + x2

2)

µ3 =ad12(x
2
3 − x2

2) + bd12(x
2
1 − x2

3) + cd12(x
2
2 − x2

1) + ab12(x
2
4 − x2

3)

+ bc12(x
2
4 − x2

1) + ca12(x
2
4 − x2

2)

µ4 =ad23(x
2
3 − x2

2) + bd23(x
2
1 − x2

3) + cd23(x
2
2 − x2

1) + ab23(x
2
4 − x2

3)

+ bc23(x
2
4 − x2

1) + ca23(x
2
4 − x2

2)

µ5 =ad31(x
2
3 − x2

2) + bd31(x
2
1 − x2

3) + cd31(x
2
2 − x2

1) + ab31(x
2
4 − x2

3)

+ bc31(x
2
4 − x2

1) + ca31(x
2
4 − x2

2)

(A.40)

2 Intersecciones

En los resultados obtenidos en la parte superior, al calcular las primitivas, se tiene un
escalar que multiplica a una expresión, para efecto de calcular la intersección, dicho escalar
no in�uye en el resultado que se quiere obtener, por lo cual se omite en las fórmulas de las
intersecciones.

2.1 Recta-Recta

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (L1 ∨ L2)
∗ = (IL1) · L2 (A.41)

De la ecuación (A.16) se tiene,

L1 =α1e1e2e+ α1e1e2ē+ α2e2e3e+ α2e2e3ē+ α3e3e1e+ α3e3e1ē

− α4e1eē− α5e2eē− α6e3eē
(A.42)

L2 =β1e1e2e+ β1e1e2ē+ β2e2e3e+ β2e2e3ē+ β3e3e1e+ β3e3e1ē

− β4e1eē− β5e2eē− β6e3eē
(A.43)

Se calcula primero IL1,

IL1 =α1e1e2e3eēe1e2e+ α1e1e2e3eēe1e2ē

+ α2e1e2e3eēe2e3e+ α2e1e2e3eēe2e3ē

+ α3e1e2e3eēe3e1e+ α3e1e2e3eēe3e1ē

− α4e1e2e3eēe1eē− α5e1e2e3eēe2eē− α6e1e2e3eēe3eē

(A.44)

Para calcular este producto se usa lo siguiente:
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e1e1 = e2e2 = e3e3 = ee = 1

ēē = −1

eiej = −ejei

(A.45)

Por lo tanto,

IL1 =α1e3ē+ α1e3e+ α2e1ē+ α2e1e+ α3e2ē+ α3e2e

− α4e2e3 − α5e3e1 − α6e1e2
(A.46)

Ahora se calcula el producto interno B = IL1 · L2,

B =− α1β1e1e2e3 + α1β2e2eē− α1β2e2 − α1β3e1eē− α1β3e1 + α1β4e3e1e

− α1β5e2e3e+ α1β6e+ α1β1e1e2e3 − α1β2e2 − α1β2e2eē+ α1β3e1

+ α1β3e1eē+ α1β4e3e1ē− α1β5e2e3ē+ α1β6ē− α2β1e2eē− α2β1e2

− α2β2e1e2e3 + α2β3e3eē+ α2β3e3 + α2β4e+ α2β5e1e2e− α2β6e3e1e

+ α2β1e2 + α2β1e2eē+ α2β2e1e2e3 − α2β3e3 − α2β3e3eē+ α2β4ē

+ α2β5e1e2ē− α2β6e3e1ē+ α3β1e1eē+ α3β1e1 − α3β2e3eē− α3β2e3

− α3β3e1e2e3 − α3β4e1e2e+ α3β5e+ α3β6e2e3e− α3β1e1 − α3β1e1eē

+ α3β2e3 + α3β2e3eē+ α3β3e1e2e3 − α3β4e1e2ē+ α3β5ē+ α3β6e2e3ē

− α4β1e3e1e− α4β1e3e1ē+ α4β2e+ α4β2ē+ α4β3e1e2e+ α4β3e1e2ē

− α4β5e3eē+ α4β6e2eē+ α5β1e2e3e+ α5β1e2e3ē− α5β2e1e2e− α5β2e1e2ē

+ α5β3e+ α5β3ē+ α5β4e3eē− α5β6e1eē+ α6β1e+ α6β1ē

+ α6β2e3e1e+ α6β2e3e1ē− α6β3e2e3e− α6β3e2e3ē− α6β4e2eē+ α6β5e1eē

+ α6β3e1e2e3

(A.47)

Simpli�cando se obtiene,

B =(α2β5 − α3β4 + α4β3 − α5β2)e1e2e+ (α3β6 − α1β5 + α5β1 − α6β3)e2e3e

+ (α1β4 − α2β6 + α6β2 − α4β1)e3e1e+ (α2β5 − α3β4 + α4β3 − α5β2)e1e2ē

+ (α3β6 − α1β5 + α5β1 − α6β3)e2e3ē+ (α1β4 − α2β6 + α6β2 − α4β1)e3e1ē

+ (α6β5 − α5β6)e1eē+ (α4β6 − α6β4)e2eē+ (α5β4 − α4β5)e3eē

+ (α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1)e

+ (α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1)ē

(A.48)

De este resultado el término que indica si hay intersección es,

(α1β6 + α2β4 + α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β1) (A.49)
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2.2 Recta-Plano

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (Π ∨ L) = (IΠ) · L (A.50)

De las ecuaciones (A.16) y (A.30) se tiene,

L =β1e1e2e+ β1e1e2ē+ β2e2e3e+ β2e2e3ē+ β3e3e1e+ β3e3e1ē

− β4e1eē− β5e2eē− β6e3eē
(A.51)

Π =ω1e1e2e3e+ ω1e1e2e3ē− ω2e1e2eē− ω3e2e3eē− ω2e3e1eē (A.52)

Se calcula IΠ,

IΠ =ω1e1e2e3eēe1e2e3e+ ω1e1e2e3eēe1e2e3ē

− ω2e1e2e3eēe1e2eē− ω3e1e2e3eēe2e3eē

− ω2e1e2e3eēe3e1eē

(A.53)

De donde,

IΠ =ω3e1 + ω4e2 + ω2e3 + ω1e+ ω1ē (A.54)

Calculando B = IΠ · L,

B =ω3β1e2e+ ω3β1e2ē− ω3β3e3e− ω3β3e3ē− ω3β4eē− ω4β1e1e− ω4β1e1ē

+ ω4β2e3e+ ω4β2e3ē− ω4β5eē− ω2β2e2e− ω2β2e2ē+ ω3β3e1e+ ω3β4e1ē

− ω2β6eē+ ω1β1e1e2 + ω1β2e2e3 + ω1β3e3e1 + ω1β4e1ē+ ω1β5e2ē+ ω1β6e3ē

− ω1β1e1e2 − ω1β2e2e3 − ω1β3e3e1 + ω1β4e1e+ ω1β5e2e+ ω1β6e3e

(A.55)

Simpli�cando,

B =(ω2β3 + ω1β4 − ω4β1)e1e+ (ω2β3 + ω1β4 − ω4β1)e1ē

(ω3β1 − ω2β2 + ω1β5)e2e+ (ω3β1 − ω2β2 − ω1β5)e2ē

(−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6)e3e+ (−ω3β3 + ω4β2 + ω1β6)e3ē

(−ω3β4 − ω4β5 − ω2β6)eē

(A.56)

Calculando B2 se obtiene,

B2 = (ω3β4 + ω4β5 + ω2β6)
2 (A.57)



94

2.3 Recta-Esfera

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (E ∨ L) = (IE) · L (A.58)

De las ecuaciones (A.16) y (A.39) se obtiene,

L =β1e1e2e+ β1e1e2ē+ β2e2e3e+ β2e2e3ē+ β3e3e1e+ β3e3e1ē

− β4e1eē− β5e2eē− β6e3eē
(A.59)

E = µ1e1e2e3e+ µ2e1e2e3ē− µ3e1e2eē− µ4e2e3eē− µ5e3e1eē (A.60)

Se calcula IE,

IE =µ1e1e2e3eēe1e2e3e+ µ2e1e2e3eēe1e2e3ē− µ3e1e2e3eēe1e2eē

− µ4e1e2e3eēe2e3eē− µ5e1e2e3eēe3e1eē
(A.61)

De donde,

IE = µ4e1 + µ5e2 + µ3e3 + µ2e+ µ1ē (A.62)

Ahora se calcula el producto interno B = IE · L,

B =µ4β1e2e+ µ4β1e2ē− µ4β3e3e− µ4β3e3ē− µ4β3eē− µ5β1e1e− µ5β1e1ē

+ µ5β2e3e+ µ5β2e3ē− µ5β5eē− µ3β1e2e− µ3β2e2ē+ µ3β3e1e+ µ3β3e1ē

− µ3β6eē+ µ2β1e1e2 + µ2β2e2e3 + µ2β3e3e1 + µ2β4e1ē+ µ2β5e2ē+ µ2β6e3ē

− µ1β1e1e2 − µ1β2e2e3 − µ1β3e3e1 + µ1β4e1e+ µ1β5e2e+ µ1β6e3e

(A.63)

Simpli�cando y agrupando,

B =(µ3β3 + µ1β4 − µ5β1)e1e+ (µ2β4 + µ3β3 − µ5β1)e1ē

+ (µ4β1 + µ1β5 − µ3β2)e2e+ (µ4β1 + µ2β5 − µ3β2)e2ē

+ (µ5β2 + µ1β6 − µ4β3)e3e+ (µ5β2 + µ2β6 − µ4β3)e3ē

+ (µ2β1 − µ1β1)e1e2 + (µ2β2 − µ1β2)e2e3 + (µ2β3 − µ1β3)e3e1

− (µ4β4 + µ5β5 + µ3β6)eē

(A.64)

Ahora se calcula B2, y se obtiene,

B2 =− (µ3β3 + µ1β4 − µ5β1)
2 + (µ2β4 + µ3β3 − µ5β1)

2

− (µ4β1 + µ1β5 − µ3β2)
2 + (µ4β1 + µ2β5 − µ3β2)

2

+ (µ5β2 + µ1β6 − µ4β3)
2 + (µ5β2 + µ2β6 − µ4β3)

2

− (µ2β1 − µ1β1)
2 − (µ2β2 − µ1β2)

2 − (µ2β3 − µ1β3)
2

+ (µ4β4 + µ5β5 + µ3β6)
2

(A.65)
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2.4 Plano-Plano

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (Π1 ∨ Π2) = (IΠ1) · Π2 (A.66)

De las ecuaciones (A.53) y (A.30) se tiene,

IΠ1 =ω3e1 + ω4e2 + ω2e3 + ω1e+ ω1ē (A.67)

Π2 =λ1e1e2e3e+ λ1e1e2e3ē− λ2e1e2eē− λ3e2e3eē− λ2e3e1eē (A.68)

Calculando el producto interno B = (IΠ1) · Π2 se tiene,

B =ω3λ1e2e3e+ ω3λ1e2e3ē− ω3λ2e2eē+ ω3λ4e3eē− ω4λ1e1e3e− ω4λ1e1e3ē

+ ω4λ2e1eē− ω4λ3e3eē+ ω2λ1e1e2e+ ω2λ1e1e2ē+ ω2λ3e2eē− ω2λ4e1eē

− ω1λ1e1e2e3 − ω1λ2e1e2ē− ω1λ3e2e3ē− ω1λ4e3e1ē+ ω1λ1e1e2e3 − ω1λ2e1e2e

− ω1λ3e2e3e− ω1λ4e3e1e

(A.69)

Simpli�cando,

B =(ω4λ2 − ω2λ4)e1eē+ (ω2λ3 − ω3λ2)e2eē+ (ω3λ4 − ω4λ3)e3eē

(ω2λ1 − ω1λ2)e1e2e+ (ω3λ1 − ω1λ3)e2e3e+ (ω4λ1 − ω1λ4)e3e1e

(ω2λ1 − ω1λ2)e1e2ē+ (ω3λ1 − ω1λ3)e2e3ē+ (ω4λ1 − ω1λ4)e3e1ē

(A.70)

Ahora se calcula B2,

B2 =(ω4λ2 − ω2λ4)
2 + (ω2λ3 − ω3λ2)

2 + (ω3λ4 − ω4λ3)
2 (A.71)

2.5 Esfera-Plano

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (E ∨ Π) = (IE) · Π (A.72)

De las ecuaciones (A.62) y (A.30) se obtiene,

IE = µ4e1 + µ5e2 + µ3e3 + µ2e+ µ1ē (A.73)



96

Π =ω1e1e2e3e+ ω1e1e2e3ē− ω2e1e2eē− ω3e2e3eē− ω2e3e1eē (A.74)

Calculando el producto interno B = (IE) · Π se tiene,

B =µ4ω1e2e3e+ µ4ω1e2e3ē− µ4ω2e2eē+ µ4ω4e3eē− µ5ω1e1e3e− µ5ω1e1e3ē

+ µ5ω2e1eē− µ5ω3e3eē+ µ3ω1e1e2e+ µ3ω1e1e2ē+ µ3ω3e2eē− µ3ω4e1eē

− µ2ω1e1e2e3 − µ2ω2e1e2ē− µ2ω3e2e3ē− µ2ω4e3e1ē+ µ1ω1e1e2e3 − µ1ω2e1e2e

− µ1ω3e2e3e− µ1ω4e3e1e

(A.75)

Simpli�cando se obtiene,

B =(µ5ω2 − µ3ω4)e1eē+ (µ3ω3 − µ4ω2)e2eē+ (µ4ω4 − µ5ω3)e3eē

+ (µ3ω1 − µ1ω2)e1e2e+ (µ4ω1 − µ1ω3)e2e3e+ (µ5ω1 − µ1ω4)e3e1e

+ (µ3ω1 − µ2ω2)e1e2ē+ (µ4ω1 − µ2ω3)e2e3ē+ (µ5ω1 − µ2ω4)e3e1ē

+ (µ1ω1 − µ2ω1)e1e2e3

(A.76)

Se calcula B2,

B2 =(µ5ω2 − µ3ω4)
2 + (µ3ω3 − µ4ω2)

2 + (µ4ω4 − µ5ω3)
2

− (µ3ω1 − µ1ω2)
2 − (µ4ω1 − µ1ω3)

2 − (µ5ω1 − µ1ω4)
2

+ (µ3ω1 − µ2ω2)
2 + (µ4ω1 − µ2ω3)

2 + (µ5ω1 − µ2ω4)
2 − (µ1ω1 − µ2ω1)

2

(A.77)

2.6 Esfera-Esfera

A continuación se procede a calcular la siguiente expresión:

B = (E1 ∨ E2) = (IE1) · E2 (A.78)

De las ecuaciones (A.39) y (A.62) se tiene,

E2 = µ1e1e2e3e+ µ2e1e2e3ē− µ3e1e2eē− µ4e2e3eē− µ5e3e1eē (A.79)

IE1 = λ4e1 + λ5e2 + λ3e3 + λ2e+ λ1ē (A.80)

Ahora se muestra el producto interno B = IE1 · E2,

B =µ4λ1e2e3e+ µ4λ2e2e3ē− µ4λ3e2eē+ µ4λ5e3eē− µ5λ1e1e3ē− µ5λ2e1e3ē

+ µ5λ3e1eē− µ5λ4e3eē+ µ3λ1e1e2e+ µ3λ2e1e2ē+ µ3λ4e2eē− µ3λ5e1eē

− µ2λ1e1e2e3 − µ2λ3e1e2ē− µ2λ4e2e3ē− µ2λ5e3e1ē+ µ1λ2e1e2e3

− µ1λ3e1e2e− µ1λ4e2e3e− µ1λ5e3e1e

(A.81)
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Simpli�cando se obtiene,

B =(µ3λ1 − µ1λ3)e1e2e+ (µ4λ1 − µ1λ4)e2e3e+ (µ5λ1 − µ1λ5)e3e1e

+ (µ3λ2 − µ2λ3)e1e2ē+ (µ4λ2 − µ2λ4)e2e3ē+ (µ5λ2 − µ2λ5)e3e1ē

+ (µ5λ3 − µ3λ5)e1eē+ (µ3λ4 − µ4λ3)e2eē+ (µ4λ5 − µ5λ4)e3eē

+ (µ1λ2 − µ2λ1)e1e2e3

(A.82)

Calculando B2 se obtiene,

B2 =− (µ3λ1 − µ1λ3)
2 − (µ4λ1 − µ1λ4)

2 − (µ5λ1 − µ1λ5)
2

+ (µ3λ2 − µ2λ3)
2 + (µ4λ2 − µ2λ4)

2 + (µ5λ2 − µ2λ5)
2

+ (µ5λ3 − µ3λ5)
2 + (µ3λ4 − µ4λ3)

2 + (µ4λ5 − µ5λ4)
2

− (µ1λ2 − µ2λ1)
2

(A.83)

3 Rotación

Del capítulo II tenemos la siguiente expresión para rotar un punto alrededor del origen,

X ′ = RXR̃ (A.84)

Donde R y R̃ se de�nen como,

R = cos(α)−BSen(α)

R̃ = cos(α) +BSen(α)
(A.85)

Y donde X es igual,

X = 2x+ x2n− n̄ (A.86)

x = a1e1 + a2e2 + a3e3 (A.87)

Para resolver los problemas planteados en la tesis, solo se necesita rotar en los 3 ejes
principales x, y, z, en este caso se muestra el cálculo para rotar alrededor de y, es decir,
B = e3 ∧ e1 = e3e1. Tomando la ecuación (A.84) se tiene,

X ′ = (cos(α)−BSen(α))X(cos(α) +Bsen(α))

= (cos(α)X −BSen(α)X)(cos(α) +Bsen(α))

= Xcos2(α)−BXBsen2(α) + (XB −BX)sen(α)cos(α)

(A.88)
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Para simpli�car el cálculo, se calcula por separado cada término, empezando por
Xcos2(α),

Xcos2(α) = 2xcos2(α) + x2ncos2(α)− n̄cos2(α) (A.89)

Ahora se calcula −BXBsen2(α),

−BXBsen2(α) = −2BxBsen2(α)−BnBx2sen2(α) +Bn̄Bsen2(α) (A.90)

Ahora, B = e3e1, por lo tanto,

−BXBsen2(α) = −2e3e1xe3e1sen
2(α)− e3e1(e+ ē)e3e1x

2sen2(α)

+ e3e1(e− ē)e3e1sen
2(α)

= −2e3e1xe3e1sen
2(α)− (e3e1ee3e1 + e3e1ēe3e1)x

2sen2(α)

+ (e3e1ee3e1 − e3e1ēe3e1)sen
2(α)

= −2e3e1xe3e1sen
2(α)− (e3e1e3e1e+ e3e1e3e1ē)x

2sen2(α)

+ (e3e1e3e1e− e3e1e3e1ē)sen
2(α)

= −2e3e1xe3e1sen
2(α)− (−e− ē)x2sen2(α)

+ (−e+ ē)sen2(α)

−BXBsen2(α) = −2e3e1xe3e1sen
2(α) + nx2sen2(α)− n̄sen2(α)

(A.91)

Ahora se calcula (XB −BX)sen(α)cos(α),

(XB −BX) = (2x+ x2n− n̄)e3e1 − e3e1(2x+ x2n− n̄)

= 2xe3e1 + x2ne3e1 − n̄e3e1 − 2e3e1x− x2e3e1n+ e3e1n̄

= 2xe3e1 + x2(ee3e1 + 3̄e3e1) + (ee3e1 − ēe3e1)− 2e3e1x

− x2(e3e1e+ e3e1ē) + e3e1e− e3e1ē

= (2xe3e1 − 2e3e1x)sen(α)cos(α)

(A.92)

Retornando a (A.88) se tiene,

X ′ = 2xcos2(α) + x2ncos2(α)− n̄cos2e+ ē− 2e3e1xe3e1sen
2(α)

+ nx2sen2(α)− n̄sen2(α) + (2xe3e1 − 2e3e1x)sen(α)cos(α)
(A.93)

Simpli�cando,

X ′ = 2[xcos2(α)− e3e1xe3e1sen
2(α) + (xe3e1 − e3e1x)sen(α)cos(α)]

+ x2n− n̄+
(A.94)
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De esta última expresión se tiene, que el punto rotado se obtiene al resolver x′ =
[xcos2(α)− e3e1xe3e1sen

2(α) + (xe3e1 − e3e1x)sen(α)cos(α)]. El cálculo de esta expresión
da como resultado,

x′ = e1[a1cos
2(α)− a1sen

2(α) + 2a3sen(α)cos(α)]

+ e2

+ e3[a3cos
2(α)− a3sen

2(α)− 2a1sen(α)cos(α)]

(A.95)

Si se quiere rotar alrededor de x, es decir, B = e3 ∧ e2, se obtiene,

x′ = e1

+ e2[a2cos
2(α)− a2sen

2(α) + 2a3sen(α)cos(α)]

+ e3[a3cos
2(α)− a3sen

2(α)− 2a2sen(α)cos(α)]

(A.96)

Y por último rotando alrededor de z, es decir, B = e1 ∧ e2, se obtiene,

x′ = e1[a1cos
2(α)− a1sen

2(α) + 2a2sen(α)cos(α)]

+ e2[a2cos
2(α)− a2sen

2(α)− 2a1sen(α)cos(α)]

+ e3

(A.97)

4 Re�exión

A continuación se calcula la siguiente expresión:

L′ = LPL (A.98)

Donde L′ es la recta L re�ejada en el plano P .

L = 4[β1e1e2e+ β1e1e2ē+ β2e2e3e+ β2e2e3ē+ β3e3e1e+ β3e3e1ē

− β4e1eē− β5e2eē− β6e3eē]
(A.99)

P =8[ω1e1e2e3e+ ω1e1e2e3ē− ω2e1e2eē− ω3e2e3eē− ω2e3e1eē] (A.100)

Se calcula primero PL,
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PL =ω1β1e1e2e3ee1e2e+ ω1β1e1e2e3ee1e2ē+ ω1β2e1e2e3ee2e3e

+ ω1β2e1e2e3ee2e3ē+ ω1β3e1e2e3ee3e1e+ ω1β3e1e2e3ee3e1ē

− ω1β4e1e2e3ee1eē− ω1β5e1e2e3ee2eē− ω1β6e1e2e3ee3eē

+ ω1β1e1e2e3ēe1e2e+ ω1β1e1e2e3ēe1e2ē+ ω1β2e1e2e3ēe2e3e

+ ω1β2e1e2e3ēe2e3ē+ ω1β3e1e2e3ēe3e1e+ ω1β3e1e2e3ēe3e1ē

− ω1β4e1e2e3ēe1eē− ω1β5e1e2e3ēe2eē− ω1β6e1e2e3ēe3eē

− ω2β1e1e2eēe1e2e− ω2β1e1e2eēe1e2ē− ω2β2e1e2eēe2e3e

− ω2β2e1e2eēe2e3ē− ω2β3e1e2eēe3e1e− ω2β3e1e2eēe3e1ē

+ ω2β4e1e2eēe1eē+ ω2β5e1e2eēe2eē+ ω2β6e1e2eēe3eē

− ω3β1e2e3eēe1e2e− ω3β1e2e3eēe1e2ē− ω3β2e2e3eēe2e3e

− ω3β2e2e3eēe2e3ē− ω3β3e2e3eēe3e1e− ω3β3e2e3eēe3e1ē

+ ω3β4e2e3eēe1eē+ ω3β5e2e3eēe2eē+ ω3β6e2e3eēe3eē

− ω4β1e3e1eēe1e2e− ω4β1e3e1eēe1e2ē− ω4β2e3e1eēe2e3e

− ω4β2e3e1eēe2e3ē− ω4β3e3e1eēe3e1e− ω4β3e3e1eēe3e1ē

+ ω4β4e3e1eēe1eē+ ω4β5e3e1eēe2eē+ ω4β6e3e1eēe3eē

(A.101)

PL =− ω1β1e3 − ω1β1e3eē− ω1β2e1 − ω1β2e1eē− ω1β3e2 − ω1β3e2eē

+ ω1β4e2e3ē− ω1β5e1e3ē+ ω1β6e1e2ē+ ω1β1e3eē+ ω1β1e3 + ω1β2e1eē

+ ω1β2e1 + ω1β3e2eē+ ω1β3e2 + ω1β4e2e3e− ω1β5e1e3e+ ω1β6e1e2e

− ω2β1ē− ω2β1e− ω2β2e3e1ē− ω2β2e3e1e+ ω2β3e2e3ē− ω2β3e2e3e

− ω2β4e2 + ω2β5e1 + ω2β6e1e2e3 + ω3β1e3e1ē+ ω3β1e3e1e− ω3β2ē

− ω3β2e− ω3β3e1e2ē− ω3β3e1e2e+ ω3β4e1e2e3 − ω3β5e3 + ω3β6e2

− ω4β1e2e3ē− ω4β1e2e3e+ ω4β2e1e2ē+ ω4β2e1e2e− ω4β3ē− ω4β3e

+ ω4β4e3 + ω4β5e1e2e3 − ω4β6e1

(A.102)

Simpli�cando y factorizando,

PL =(ω2β5 − ω4β6)e1 + (ω3β6 − ω2β4)e2 + (ω4β4 − ω3β5)e3

− (ω2β1 + ω3β2 + ω4β3)e− (ω2β1 + ω3β2 + ω4β3)ē+ (ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e1e2e

+ (ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e2e3e+ (ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e3e1e

+ (ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e1e2ē+ (ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e2e3ē

+ (ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e3e1ē+ (ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)e1e2e3

(A.103)

Ahora se calcula L′ = PLP ,
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L′ =ω1(ω2β5 − ω4β6)e2e3e+ ω1(ω2β5 − ω4β6)e2e3ē− ω2(ω2β5 − ω4β6)e2eē

− ω3(ω2β5 − ω4β6)e1e2e3eē+ ω4(ω2β5 − ω4β6)e3eē− ω1(ω3β6 − ω2β4)e1e3e

− ω1(ω3β6 − ω2β4)e1e3ē+ ω2(ω3β6 − ω2β4)e1eē− ω3(ω3β6 − ω2β4)e3ē

− ω4(ω3β6 − ω2β4)e1e2e3eē+ ω1(ω4β4 − ω3β5)e1e2e+ ω1(ω4β4 − ω3β5)e1e2ē

− ω2(ω4β4 − ω3β5)e1e2e3eē+ ω3(ω4β4 − ω3β5)e2eē− ω4(ω4β4 − ω3β5)e1eē

ω1(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2e3 + ω1(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2e3eē

+ ω2(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2ē+ ω3(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e2e3ē

+ ω4(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e3e1ē− ω1(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2e3eē

− ω1(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2e3 + ω2(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e1e2e

+ ω3(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e2e3e+ ω4(ω2β1 − ω3β2 + ω4β3)e3e1e

+ ω1(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3 + ω1(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3eē

+ ω2(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)ē+ ω3(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3e1ē

− ω4(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e2e3ē+ ω1(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e1

+ ω1(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e1eē− ω2(ω1β4 + ω3β3 − ω4β1)e3e1ē

+ ω3(ω1β4 + ω3β3 − ω4β1)ē+ ω4(ω1β4 + ω3β3 − ω4β1)e1e2ē

+ ω1(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e2 + ω1(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e2eē

− ω2(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e3e2ē− ω3(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e1e2ē

+ ω4(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)ē− ω1(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3eē

− ω1(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3 + ω2(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e

+ ω3(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e3e1e− ω4(ω1β6 − ω3β3 + ω4β2)e2e3e

− ω1(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e1eē− ω1(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e1

− ω2(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e3e1e+ ω3(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e

+ ω4(ω1β4 + ω2β3 − ω4β1)e1e2e− ω1(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e2eē

− ω1(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e2 + ω2(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e2e3e

− ω3(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e1e2e+ ω1(ω1β5 − ω2β2 + ω3β1)e

− ω1(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)e− ω1(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)ē

+ ω2(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)e3eē+ ω3(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)e1eē

+ ω4(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)e2eē

(A.104)

Anulando términos y simpli�cando se tiene,

L′ =[ω2(ω3β6 − ω2β4)− ω4(ω4β4 − ω3β5) + ω3(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e1eē

+ [−ω2(ω2β5 − ω4β6) + ω3(ω4β4 − ω3β5) + ω4(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e2eē

+ [ω4(ω2β5 − ω4β6)− ω3(ω3β6 − ω2β4) + ω2(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e3eē

(A.105)

El vector re�ejado L′ en R3, es el vector,
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L′ =[ω2(ω3β6 − ω2β4)− ω4(ω4β4 − ω3β5) + ω3(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e1

+ [−ω2(ω2β5 − ω4β6) + ω3(ω4β4 − ω3β5) + ω4(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e2

+ [ω4(ω2β5 − ω4β6)− ω3(ω3β6 − ω2β4) + ω2(ω2β6 + ω3β4 + ω4β5)]e3

(A.106)
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APÉNDICE B

CAPTURAS DE PANTALLA

En este apéndice se presentan unas capturas de pantalla de las intersecciones realizadas.

Figura B.1: Intersección Malla Bunny - Segmento de Recta
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Figura B.2: Intersección Malla Bunny - Triángulo

Figura B.3: Intersección Malla Bunny - Esfera
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Figura B.4: Intersección Malla Bunny - Malla Armadiillo

Figura B.5: Intersección Esferas - Triángulo
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Figura B.6: Intersección Esferas - Segmento de Recta

Figura B.7: Intersección Esferas - Esferas
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