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RESUMEN

La geometria conforme permite una representacion simple de las primitivas que se usan
con frecuencia en la computacion grafica, como lo son puntos, planos y esferas. Ademas,
este modelo conforme representado en 5D presenta una sola féormula para cubrir todas las
intersecciones de las primitivas antes mencionadas.

El modelo conforme usa como marco de trabajo el algebra geométrica, que permite
una simplificacion de ciertas operaciones como calcular el area de un paralelogramo que
esta representado por un bivector o el calculo de un volumen representado por un trivector.

El objetivo de este trabajo es trabajar con estas primitivas en un area de la computacion
grafica que son las colisiones e intersecciones. Para optimizar el tiempo de computo, se
pretende realizar el célculo en programacion paralela usando el GPU (Graphics Processor
Unit). Por tltimo, no se utilizan volimenes delimitadores de colision para optimizar los
algoritmos; las colisiones se hardn en el peor de los casos, triAngulo a tridngulo, de tal
manera de observar los tiempos de computo sin hacer una simplificacién en los datos.

Palabras Claves: Geometria Conforme, Calculo de Colisiones, Algebra Geométrica,
CUDA, Computacion Paralela.
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GLOSARIO

BSP Particion Binaria del Espacio (BSP) es un método para subdividir recursiva-
mente un espacio en elementos convexos empleando hiperplanos. Esta subdi-
vision da lugar a una representacion de la escena por medio de una estructura
de datos del arbol conocida como arbol de BSP.

Bump Mapping es una técnica de graficos computacionales 3D creada por James F.
Blinn en 1978. Consiste en dar un aspecto rugoso a las superficies de los objetos.
Esta técnica modifica las normales de la superficie sin cambiar su geometria.

Clipping es el proceso de cortar los triAngulos de manera que ocupen el area visible.

CPU La unidad central de procesamiento o CPU (por el acrénimo en inglés de cen-
tral processing unit), o simplemente el procesador o microprocesador, es el
componente del computador y otros dispositivos programables, que interpreta
las instrucciones contenidas en los programas y procesa los datos.

Depth of Field se entiende tradicionalmente en 6ptica, y en fotografia en particular,
como la zona en la cual la imagen captada por el objetivo es nitida (es decir
enfocada), de manera que en la fotografia que se realice, las personas y objetos
que se encuentren dentro de esa zona apareceran también nitidos.

DIRECTX DirectX es una coleccion de API desarrolladas para facilitar las complejas
tareas relacionadas con multimedia, especialmente programacion de juegos y
video, en la plataforma Microsoft Windows.

GPU La unidad de procesamiento grafico o GPU (acréonimo del inglés graphics pro-
cessing unit) es un procesador dedicado al procesamiento de gréaficos u opera-
ciones de coma flotante, para aligerar la carga de trabajo del procesador central
en aplicaciones como los videojuegos y o aplicaciones 3D interactivas.

HyperThreading Es una marca registrada de la empresa Intel para nombrar su im-
plementacion de la tecnologia Multithreading Simultdneo también conocido
como SMT. Permite a los programas preparados para ejecutar miltiples hi-
los (multi-threaded) procesarlos en paralelo dentro de un tnico procesador,
incrementando el uso de las unidades de ejecucion del procesador.

Malla Poligonal es una coleccion de tridngulos y vértices que aproximan una superficie
en 3D.

MultiCore Un microprocesador multinicleo es aquel que combina dos o mas proce-
sadores independientes en un solo paquete, a menudo un solo circuito integra-
do. Un dispositivo de doble nicleo contiene solamente dos microprocesadores
independientes.



XI

NURBS acronimo inglés de la expresion Non Uniform Rational B-splines, es un modelo
matemaéatico muy utilizado en la computacion grafica para generar y representar
curvas y superficies.

Octree  Una grilla octree es una estructura arbol (informatica) de datos en la cual
cada nodo interno tiene exactamente 8 hijos. Las grillas octree se usan mayor-
mente para particionar un espacio tridimensional, dividiéndolo recursivamente
en ocho octantes. Las grillas octree son las analogas tridimensionales de las
grillas quadtree.

OPENGL es una especificacion estandar que define una API multilenguaje y multi-
plataforma para escribir aplicaciones que produzcan graficos 2D y 3D.

Pixel Shader sirve para manipular un pixel, o lo que es lo mismo, aplicar un efecto
sobre la imagen (realismo, bump mapping, sombras, explosiones y efectos). Se
trata de una funcién gréafica que calcula los efectos sobre una base per-pixel.
Dependiendo de la resolucion, una cantidad de 2 millones de pixeles puede ser
necesario para ser renderizado,iluminado, sombreado, y color para cada marco.

Rasterization es el proceso por el cual una imagen descrita en un formato gréfico
vectorial se convierte en un conjunto de pixeles o puntos para ser desplegados en
un medio de salida digital, como una pantalla de computadora, una impresora
electronica o una imagen de mapa de bits (bitmap).

SIMD (siglas en inglés de Single Instruction, Multiple Data, en espanol: Una Instruc-
cion, Multiples Datos) es una técnica empleada para conseguir paralelismo a
nivel de datos.

Vertex Shader es una herramienta capaz de trabajar con la estructura de vértices de
figuras modeladas en 3D, y realizar operaciones mateméticas sobre ella para
definir colores, texturas e incidencia de la luz. Esto da libertad a los progra-
madores para realizar diferentes efectos, desde la deformacion de un objeto
hasta la recreacion de las olas del mar.



INTRODUCCION

En la computacion grafica uno de los espacios geométricos méas utilizado es el euclideo,
no obstante, algunos matematicos y computistas han encontrado una forma de optimizar
y simplificar algunas expresiones usando otros tipos de espacios geométricos. Un ejemplo
clasico se puede encontrar en la traslacion de un punto, el espacio euclideo aunque resuelve
este problema, no presenta una solucién 6éptima ni elegante para ser implementada en un
computador (ya que el calculo consiste en multiplicar por una matriz y sumar por un vec-
tor), por esa razon, se emplea otro tipo de espacio como el proyectivo [1], en este espacio
la traslacion, rotacion y escalado se simplifican en una matriz 4x4, siendo efeciente para
ser implementado en un computador.

En ciertas ocasiones, algunos espacios o geometrias no necesariamente optimizan los
calculos, pero si ayudan a expresar ciertas expresiones en forma sencilla o simple, un ejem-
plo es el modelo conforme. Este modelo es muy atractivo para la computacion gréfica,
ya que presenta propiedades muy importantes que no todos los espacios posee, como por
ejemplo, es homogéneo, preserva distancias y angulos, entre otras propiedades que seran
mencionadas en el capitulo 2. Pero este espacio presenta el inconveniente de trabajar en
5D, haciendo que los célculos no sean tan rapidos como el espacio euclideo 3D, o el espacio
proyectivo 4D.

Al tener este inconveniente, este trabajo implementa los algoritmos usando el GPU
(Graphics Processor Unit) para optimizar los tiempos de computo en comparacion al
CPU. En la actualidad la programacion por GPU se esta convirtiendo en un estandar. Las
empresas disenadoras de programas, universidades, cientificos, entre otros, estan utilizan-
do el poder del GPU, por su gran rapidez y simplicidad en su uso.

El calculo de las intersecciones y deteccion de colisiones de objetos es ampliamente
utilizado en la computacion grafica, tanto en el mundo cientifico como en el de entrete-
nimiento. En este trabajo se definiran los algoritmos en la geometria conforme para las
colisiones de las primitivas basicas como son:

» Interseccion Recta-Recta.

Interseccion Recta-Plano.

Interseccidon Plano-Plano.

Interseccion Recta-Esfera.

Interseccion Plano-Esfera.

Interseccion Esfera-Esfera.



Estas 6 intersecciones son fundamentales para cualquier libreria de algoritmos de coli-

sion, y seran implementadas usando el GPU, comparando los tiempos de computo entre
el GPU y CPU.

Cabe mencionar que no hay un trabajo previo en el drea de colisiones usando el mode-
lo conforme. No obstante, Daniel Fontijne y Leo Dorst [1] emplearon el modelo conforme
usando ray tracing. En ese trabajo solo utilizaron la interseccion Recta-Plano y Recta-
Esfera.

La estructura de este trabajo se divide de la siguiente manera, los dos primeros capi-
tulos, presentan el marco teérico matematico para resolver las intersecciones, en el primer
capitulo se detalla el dlgebra geométrica, que es el marco de trabajo que usa la geometria
conforme que se estudia en el capitulo 2. El capitulo 3 presenta un marco teoérico com-
putacional, explicando el origen de la programacion paralela usando el GPU, y los dltimos
capitulos 4 y 5 detallan la implementacion y analisis de los algoritmos creados.



CAPITULO 1

ALGEBRA GEOMETRICA

Entre los variados enfoques utlizados en computacion grafica, uno de los més recientes
es el uso del Algebra Geométrica. Se explicara como es utilizada para resolver problemas
en el ambito de la computacion grafica, utilizando sus productos fundamentales, que son
el producto externo y el producto geométrico. Cabe mencionar que esta algebra definida
sobre un espacio vectorial R", hereda ciertas propiedades de dicho espacio, como lo es la
distancia euclidiana, el producto interno, entre otros.

Dado lo extenso de ciertos temas basicos del area, no se trataran el algebra vectorial,
nimeros complejos, quaterniones, geométrica computacional, entre otros. Se asume que el
lector posee dichos conocimientos que pueden ser encontrados en las referencias |2], [3],

(4], [1], [5]

1 Producto Externo (Outer Product)

Definicion 1 Sean a y b dos vectores, el producto externo viene representado por la si-
guiente erpresion.:

aNb (L.1)

y se representa con el signo A. Esta expresion describe a un plano orientado formado por
los vectores a y b, cuya magnitud es el drea del paralelogramo que forman dicho vectores.

Fanbll=[lalllb] send (I.2)

Es importante recalcar que la expresion a Ab no es el producto vectorial en R3, en
primera instancia porque en ningin momento se especifica alguna dimension para a yb. Y
aunque se muestra adelante cierta relacion, ambos productos que suelen ser representados
por el signo A no son lo mismo. Ademds el producto vectorial tiene como resultado un
vector, mientras que el producto externo es un “plano orientado o hiperplano orientado”.

De esto ultimo se tiene que el producto externo no es un vector, ni un escalar. El nom-
bre que se da al producto a N\ b es bivector.

Como nota historica, fue Herman G. Grassmann [1809-1877] en su libro de cdlculo
geométrico Lineale Ausdehnungslehre quien introduce este producto externo y su significa-
do [6], que luego también es mencionado en su libro Die Ausdehnungslehre, aunque fue el



matemdtico ingles William Clifford [1845-1879], quién toma las ideas de Grassman y la
formaliza en lo que hoy se conoce como dlgebra geométrica [7].

Propiedades algebraicas

m aANb=—-bAa
»aA(b+c)=aAb+aAlc
= [lanall = Jallllallsin0 =0

La primera propiedad tiene parecido al producto vectorial donde a X b = —b X a. La
sequnda da un comportamiento igual al producto escalar y la iltima indica que el producto
externo de dos vectores paralelos es igual 0, ya que dos vectores paralelos geométricamente
no forman ningun drea.

a
alb bAa
O A o N
+ A
a

Figura I.1: Orientacion de un bivector

En la definicién anterior se menciona que el plano formado por a y b tiene una ori-
entacion. Se conoce que el producto vectorial retorna un vector perpendicular a los dos
vectores del producto, la direccion de este vector se crea por la regla de la mano derecha,
la cual indica si el vector va en direccion positiva o negativa. Para el producto externo se
aplica la misma regla, o lo que es lo mismo se dice que el producto tiene orientacion posi-
tiva si va en direccién anti-horario o tiene orientacién negativa si va en direccioén horario.
De aqui la expresion a A b = —b A a, como se muestra en la figura I.1

Por otra parte, el paralelogramo formado por a/Ab no es tinico, en efecto, sea a’ = a+ b,
tenemos:

a Ab=(a+Ab)Ab
aNb+AbAD (L.3)
=aANb



1.1 Producto externo en 2D y 3D

Una de las ventajas de trabajar en el dlgebra geométrica es que funciona en cualquier
dimension, y como ejemplo, se muestra el producto externo para vectores en R? y R3.

Se van utilizar las bases ortonormales de dichos espacios usando la siguiente notacion
€1, €2, €3.

Sean dos vectores en R? escritos de la forma:

a = aie1 + ases

(I.4)
b= 6161 + bgeg
Aplicando el producto externo se obtiene:
alNb= (a161 + a262) VAN (blel + b262) (I 5)
= a1b1(€1 A 61) + a1b2(61 A 62) + agbl(eg VAN 61) + agbg(eg VAN 62) .
Usando las propiedades algebraicas:
etNet=esNea=0 y eyANel=—e Nesy (1.6)
Se tiene que:
a
a N b= ((Ilbg — agbl)(el A 62) = L bl (61 VAN 62) (17)
az 02

Esta tltima expresion guarda relacion con los niimeros complejos, ya que el escalar
que multiplica al bivector e; A e; es la magnitud del término imaginario que se obtiene al
multiplicar un nimero complejo por el conjugado del segundo niimero. Por lo tanto, a A b
es un area que multiplica a un bivector unitario, que en el caso de R? es el plano formado
por el bivector e; A es donde descansan los vectores a y b. A continuacion se presenta el
caso para R3.

Sean dos vectores en R3 escritos de la forma:

a = aie; + ases + ases
b= 1)161 + b2€2 + 6363

Aplicando el mismo procedimiento para R? y estas propiedades:

61/\61262/\62:63/\6320 (19)



()] VAN €1 = —€1 A ()] €1 VAN €3 — —€3 VAN €1 €3 N €y = —€9 VAN €3 (110)

Se tiene que:

a /N b= (a1b2 — agbl)<€1 A\ 62) + ((Igbg — CL3b2)(€2 A 63) + (a3b1 — a1b3)<€3 A 61) (111)

Los términos que multiplican a cada bivector unitario, es el area del plano proyectado
formado por a A b en cada uno de los bivectores, como se muestra en la figura 1.2.

€2

(azby — azbs)

(ayby — ayly)

(azby — aibs)
Figura 1.2: Areas proyectadas de un bivector

De esto ultimo se obtiene la siguiente igualdad:

HCL N b”2 = (a1b2 — a2b1)2 + ((Zgbg — a3b2)2 + (a3b1 - a1b3)2 (112)

Es decir, el area al cuadrado del bivector a A b es igual a la suma del cuadrado de todas
las areas proyectadas. La demostracion de esta igualdad se puede ver en [3].

2 Producto Geométrico (Geometric Product)

Antes de expresar el producto geométrico, se destaca lo siguiente, sean dos nimeros
complejos:

21 = a; +1iby (1.13)

29 = Q9 + Zbg



Se tiene que 2125 es igual a:

2125 = (@102 + biba) +i(azb1 — a1by) (I.14)

Esta formula indica que 2123 es igual a un escalar (producto interno) mas un area (pro-
ducto externo). William Clifford [3| observando esto, present6 una férmula que generali-
zaba dicha ecuacion para vectores de cualquier dimension y que es el producto geométrico.

Definicién 2 Sean dos vectores a y b, su producto geométrico es:

ab=a-b+aAb (I.15)

Lo cual es la suma de un escalar y de un bivector. Fsta expresion presenta los siquientes
azriomas.

» a(bc) = (ab)e = abe
s (Aa)b = A(ab) = Aab

a(b+c¢) = ab+ ac

(b+ c)a = ba + ca

a* = ||al|?

Es decir, este producto es asociativo y distributivo.

Debido a la antisimetria del producto externo se tiene que:

ba=b-a+bAa

I.16
=a-b—aAb (1.16)
Si ambos vectores son paralelos entonces:
a(Aa) =Xa-a+raNa=Xa-a (L.17)
1.18)
Si los vectores son perpendiculares:
ab=a-b+aANb=aANbd (I.19)

ba=b-a+bANa=—-aNb=—ab (1.20)



Es decir, en el caso de que los vectores sean perpendiculares el producto es anticonmu-
tativo.

Conociendo el producto geométrico, es posible escribir el producto interno y el producto
externo en términos de este producto, que viene expresado por las siguientes igualdades:

aNb= 1(ab—ba)
2 (1.21)
a-b= §(ab+ba)

2.1 Producto Geométrico de la base

Antes de presentar el producto geométrico de los vectores de la base, se presenta la
siguiente notaciéon a utilizar de aqui en adelante.

€i€j = €45 (122)

Donde 7, 7 son los indices de la base. A continuacion se muestra el producto eje;.

e1ep =e11 =e1-€;1+e; VAN €1 (123)

Se conoce que e -e; =1y e; Aep = 0. Por lo tanto:

ere; =ef =1 (I.24)

Ahora se muestra el producto ejes.

€1y = €12 = €1 - €y + €1 VAN €9 (125)

Como estos vectores son ortonormales e; - e; = 0, por lo tanto:

€19 = €1 VAN €9 (126)

En el caso de tomar el orden inverso se tiene que ey = —eqs.

2.2 Propiedad imaginaria

Se considera ahora el célculo del siguiente producto (e; A eg)?.

(61 A 62)2 == (61 A 62)(61 A 62) — €1€2€1€9 (127)



Se tiene que

€169 = —€9€1 (128)

Por lo tanto

(e1 N eg)® = —ejeregen = —€ies = —1 (1.29)

Con este resultado se tiene que el dlgebra geométrica guarda cierta relaciéon con los
ntmeros complejos, ya que:

(61 A 62) = €19 = \/—_ =1 (130)

En este caso el adlgebra geométrica usa la I maytuscula para evitar confusion con la ¢
mintscula usada para representar un nimero complejo.

De igual manera, si a un vector a se le aplica la siguiente multiplicaciéon al, el vector

de esa multiplicacion sufre una rotacion de 90° en sentido antihorario, y rotara en sentido
horario si se hace la multiplicacion Ia. Algo que ocurre también en los niimeros complejos.

2.3 Trivectores

Previamente se menciona que un bivector a A b es un plano orientado cuya norma
es el area del paralelogramo que forman dichos vectores. Es natural pensar cual seria el
significado de esta expresion a A b A ¢ cuyo nombre es trivector.

Definicion 3 Un trivector representado de esta forma:

aNbAc (1.31)

Es un biwector a \'b que representa un drea, que se mueve a largo de un tercer vector
¢, formando asi un paralelepipedo y por lo tanto un volumen.

Se tienen distintas maneras de agrupar los vectores para producir el mismo paralelepipe-
do, por ejemplo, es claro que:

(anb)ANe=(bNc)Na=(cNa)NDb (1.32)

Como se muestra en la figura 1.5:
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A%
oy |
(e A D) II ’ —~ “

— | Acl b

Figura 1.3: Volumen de un trivector
Consideremos los vectores a, b y ¢ escritos como combinacion lineal de las bases:

a = aie; + aseq + ases
b= 1)161 + 1)262 + b3€3 (133)
C = c1€1 + C2€3 + C3€3

Al resolver a A b A ¢ se obtiene expresiones como:

61/\61/\6120 62/\62/\62:() 63/\63/\6320 (134)

Que claramente son 0, pero a su vez se tiene nuevas expresiones como:

et NeaNes e NeaNepr e NexNey, ete. (1.35)

Algunas de estas expresiones son igual a 0, por ejemplo, la segunda expresion se puede
leer como el bivector e; A e; que se desplaza a través del vector ey lo cual claramente es 0.

Aplicando lo ya mencionado y lo visto para el caso de los bivectores resulta que:

aq bl C1
aANbAc= a9 bQ Co (61 N ea A 63) (136)
az by ¢

Este determinante en la expresion de arriba claramente es el volumen del paralelepipe-
do que se forman con los vectores a, b y c. Cabe destacar que en R?® también se tiene
propiedades imaginarias, es decir:

(61 VAN 62)2 =-1
(62 VAN 63)2 =-—1 (137)
(63 VAN 63)2 =—-1

Mas afin,

(e1 Neg Aes)® =—1 (1.38)
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Definicién 4 El dlgebra geométrica usa el término grado para distinguir sus elementos,
por ejemplo, un escalar es de grado-0, un vector de grado-1, un bivector de grado-2, un
trivector de grado-3, y asi sucesivamente. En cada dlgebra se define pseudoescalar como el
elemento de mayor grado del dlgebra.

Por ejemplo, en IR? el algebra posee los siguientes elementos:

Elemento Simbolo Grado
1 escalar A 0
2 vectores e1, € 1
1 bivector unit. e; A ey = eqo 2

Y el pseudoescalar en R? serfa el bivector unitario e; A es = e12. En el caso de R? los
elementos son:

Elemento Simbolo Grado
1 escalar A 0
3 vectores e1, €, €3 1
3 bivectores e; A ey = €19 2

€9 A\ €3 — €93
es \ ey = es
1 trivector e1 N\ ey N\ eg = eqas 3

Y el pseudoescalar es el trivector ejos.

Definicién 5 Un multivector es una combinacion lineal de los elementos del dlgebra. Por
ejemplo, en R? un multivector se escribe como:

A= )\0 + )\161 + )\262 + /\3612 (139)

Estos multivectores, se pueden sumar, restar y multiplicar.

Definicién 6 El dlgebra geométrica permite la division de vectores y bivectores, por lo
tanto la tnversa de un vector a viene expresada de la siguiente manera:

4, a a
@ P (140
La misma expresion se puede utilizar para calcular la inversa de un bivector B.
B B
Bt =_— (I.41)

B2 |[B|?
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3 Dualidad

A continuacion se muestran los siguientes productos, considerando en primera instancia
IR,Q y I = e1 N es.

161 — €1€2€1 =— —€9

[62 — €1€2€9 = €1

(I.42)
61[ = €1€1€9 = €9
ead = ege1e9 = —e
En este ejemplo, se observa que Ie; = —e;I. Ahora se muestra para el caso de R? y
I = €1 A €9 VAN €3.
Teq = ejegeze1 = €963
162 — €1€2€3€E9 = €3€1
[63 — €1€2€3€3 — €1€9
(1.43)
61] — €1€1€9€3 = €2€3
62[ — €3€1€2€3 — €3€1
63] — €3€1€2€3 — €1€9
En el caso de R?, Ie; = ¢;1, es decir, cuando el espacio sea de dimension par, la
multiplicacién es anticonmutativa /a = —al, y en el caso de que sea impar la multiplicacion

es conmutativa fa = al. La generalizacion para cualquier espacio de dimensién n viene
dado por la expresion:

A" = (=1)""" DA, I, (1.44)

Otro punto importante a destacar es el siguiente, el resultado de estas operaciones es
perpendicular al valor que multiplica el pseudoescalar, por ejemplo, Ie; = ejeseze; = eqeg
donde el bivector resultante es perpendicular a e;.

Definicién 7 La operacion de multiplicar un elemento del dlgebra por el pseudoescalar se
define como transformacion dual.

al =a-1 (1.45)

Esta operacion sera conmutativa en espacio de dimensiones impares, y anticonmutativa
en espacio de dimension par.
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4 Reflexiéon y Rotaciones

Existen varias maneras de rotar un objeto en 3D, ya sea al utilizar una notaciéon
matricial [8], o se puede usar el poder de los quaterniones [9]. Este ultimo es uno de los
més utilizados en el ambito de la computacion grafica y video juegos. A continuacion se
presenta como el algebra geométrica resuelve estos problemas, no se pretende entrar en
detalle en las demostraciones sino mostrar solo el resultado que nos permita realizar estas
operaciones.

4.1 Reflexion

Sea la figura 1.4, la siguiente formula es utilizada para reflejar un vector a, en un plano
de vector normal n, la notaciéon n representa el vector normal unitario.

Figura 1.4: Reflexion de un vector

!/

a =a—(2a.n)n (1.46)

Posteriormente usando el dlgebra geométrica seria:

/

a = —nan (1.47)

Esta formula tiene una estructura muy parecida a la expresion para rotar un vector
usando quaterniones. En el caso de que se quiera reflejar un bivector B = a A b, se tendria
que aplicar la formula 1.47 a cada vector del bivector.

a = —nan
, o (1.48)
b = —nbn
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Por lo tanto

(—fai) A (—ibi)

1.49
(Rai) A (Abi) (L49)

B =
B =
O lo que es lo mismo

i

B' = nBh (1.50)

La demostracion de estas formulas pueden encontrarse en la referencia |3].

4.2 Rotacion

Una rotacion puede ser vista como la ejecucion de dos reflexiones. Sea la figura 1.5,
donde tenemos dos rectas n y m, creado a partir de dos vectores unitarios n y m respec-
tivamente. Y el dngulo de dicho vectores es 6.

Figura 1.5: Rotacion de un vector

El vector a es el que se quiere rotar, primero se refleja en m formando asi el vector b,
y luego este vector se refleja en n, creando el vector ¢, este ltimo vector forma un angulo
con respecto a a de 26. En términos del algebra geométrica se tiene que:

¢ = nmamn (1.51)

Si establece R = nm

¢ = RaR (1.52)
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Donde R = mn se define como reversion de Ry a R se le llama rotor. Cabe mencionar
que esto funciona para cualquier dimension, ademas tiene cierto parecido a los ntimeros
complejos al poder expresar R en términos de la exponencial.

_Be  pe
c=e B2geb> (1.53)

Donde B es el bivector unitario formado por . y m. Ademas se tiene que:

5 6 - 6
e B% = cos (5) — Bsin (5) (I.54)

La demostracion de estas expresiones, pueden encontrarse en la referencia [3].

5 Algunas aplicaciones del dlgebra geométrica

A continuacién se presentan algunas aplicaciones del algebra geométrica para resolver
ciertos calculos en la computacion grafica. En esta seccion se presenta solo algunos ejem-
plos, ya que son muchos los problemas los que se pueden resolver usando esta algebra.

5.1 Punto dentro de un tridngulo

Sea el triangulo de la figura 1.6. Para saber si el punto F) puede estar en el tridAngulo
formado por P, P, P3, primero se calcula el volumen del trivector.

Py

a ™~

Figura 1.6: Punto fuera de un tridngulo

volumen =a ANbAc

Como se expres6 en la ecuacion .32 si este volumen es 0 implica que el punto esta en
el plano, mas no asegura que este dentro del tridngulo. Para ello se muestra la siguiente
figura, suponiendo que el volumen es 0.
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Figura 1.7: Punto dentro de un tridngulo

El paso siguiente es resolver las siguientes expresiones:

V12 A V19 V23 AUy V31 A Us3g

Cada uno de estos bivectores contiene una combinacion lineal de los bivectores de la
base, como se vio en la expresion 1.11. Si el signo de los escalares que acompanan a estos
bivectores son todos positivos en los 3 productos externos, entonces el punto se encuentra
dentro del tridngulo. Si en uno de estos productos, el signo es negativo, entonces el punto
reside afuera del tridngulo, y en el caso que una de las areas sea igual a 0, implica que el
punto yace en uno de los bordes.

5.2 Orientacién de un punto con relacién a una recta

La figura 1.8 muestra el siguiente escenario, 7"y P son puntos de la recta, t, p sus
respectivos vectores y v = p — .

Es claro, la siguiente expresion:

vA(p—1t)=0 (1.55)

Ahora se sustituye p por un punto () cualquiera, se tiene que el punto () esta en la
recta si:

vA(g—1t)=0 (1.56)

Si @ se ubica por encima de la recta, la expresion anterior da positivo, y en el caso
de ser negativo estaria por debajo de la recta. La decision de si esta por debajo o por
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=

Figura 1.8: Orientacion de un punto con respecto a una recta

arriba, depende de la orientacion horario o antihorario, como se explico anteriormente en
la seccion de bivectores.

5.3 Orientaciéon de un punto con relacién a un plano

En el caso de un plano es muy similar al anterior, sea la figura 1.9, donde se tiene un
plano formado por un bivector A, y los punto 7'y P yacen en el plano.

A

€2

‘N

. P

€3
€1

Figura 1.9: Orientacién de un punto con respecto a un plano A

La siguiente expresion es clara, por ser p — t paralelo al bivector A.
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AN(p—1t)=0 (L57)

Por lo tanto sea un punto () cualquiera bastaria resolver esta expresion

AN(g—1t) =0 (1.58)
Y se aplica el mismo criterio empleado con la recta, para determinar si el punto yace

en el plano, o se encuentra en algunos de los lados del mismo.

5.4 Distancia méas corta de un punto a un plano

Sea el siguiente escenario mostrado en la figura 1.10, se quiere encontrar la distancia
mas corta entre el punto P y el plano formado por A, o lo que es lo mismo, se quiere
encontrar ||d||.

*Q

Figura 1.10: Corta distancia de un punto a un plano

De la figura se deduce la siguiente expresion:

d=p—t—w (1.59)

Ahora

AAv =0 (1.60)



Como el objetivo es encontrar la norma de d, se utiliza la siguiente expresion.

Ad=A-d+ ANd

Pero d es perpendicular al plano A, por lo tanto el producto interno es 0.

Ad=ANd

Pero en esta algebra se tiene inversa, por lo tanto,

A"'Ad = A"Y(A N d)

Lo que implica

d=A"YANd)

Sustituyendo el valor de d,

d=A"YAN(p—t—0))

Resolviendo queda,

d=A"(AN(p—1))

Y asi se obtiene d y por consiguiente se puede calcular su norma.

19

(L61)

(L.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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CAPITULO 11

GEOMETRIA CONFORME

En el area de la computacion grafica (CG) es muy comin el uso del espacio euclidiano
para resolver la mayoria de los problemas, no obstante, algunos problemas pueden simplifi-
carse o hacerse mas eficiente en otros espacios, como por ejemplo, en el espacio proyectivo.
Un ejemplo clésico en la computacion grafica es la traslacion, dicha transformacion en el
espacio euclideo es no lineal haciendo que no se puede expresar la traslacion, rotacion y
escalado en una sola matriz, pero es en el espacio proyectivo [10], con el uso de coorde-
nadas homogéneas que se puede expresar estas 3 transformaciones en una sola matriz 4x4
simplificando asi los calculos.

Mas atin, la libreria OpenGL muy utilizada en el desarrollo de programas graficos tra-
baja con el modelo proyectivo. Pero este modelo presenta algunas desventajas, como por
ejemplo, no se pueden representar circulos y esferas en dicho espacio, y la distancia del
espacio euclideo no se preserva en el espacio proyectivo.

La geométria conforme se muestra como una alternativa que se ha venido estudiando
muy recientemente en el area de la computacion grafica [11]. Este modelo, usando el algebra
geométrica como marco de trabajo, se presenta como una alternativa del espacio euclidiano
para resolver problemas de computacion graficas en 3D y presenta caracteristicas que lo
hacen muy atractivo para resolver problemas matematicos, siendo algunos de ellos:

= Homogeneidad.

Soporta puntos y lineas en el infinito.

Provee de un mecanismo muy simple para representar objetos geométricos, como
esferas, circulos, lineas, etc.

Preserva angulos y distancias.
Aunque estas propiedades son muy atractivas, realizar calculos en dicho espacio puede
ser una tarea ardua, como se muestra en este capitulo. Pero esto no quita la elegancia en

la manera en como esta geometria trabaja los problemas.

Uno de los problemas a resolver son las siguientes seis intersecciones:

= Recta-Recta.

s Recta-Plano.
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Plano-Plano.

Recta-Esfera.

Plano-Esfera.

Esfera-Esfera.

Estas seis intersecciones son vitales en la computacion grafica, y muy utilizadas en
otros ambitos, como video juegos, producciones cinematograficas, investigaciones cienti-
ficas, etc. El proposito de este capitulo es resolver estas seis intersecciones, y presentar
también otros célculos necesarios en la CG como lo son la traslacion, rotacion, escalado y
reflexion.

No se pretende entrar a fondo en como el modelo conforme se crea o se genera, pero
para los interesados, una excelente explicacion de esto puede ser encontrado en los libros
de Chris Doran y Anthony Lasenby [12]| y L. Dorst, D. Fontijne y S. Mann [13].

1 Modelo Conforme

Usualmente en el espacio Euclideo 3D se trabaja con una base ortonormal, es decir,
€1.6; = eg.69 = ez.e3 = 1, pero no necesariamente en un espacio el producto interno de
las bases tiene que ser positivo. Fue Herman Minkowski, quién presenté un espacio de
4D, tal que ey.eq, = —1, estos valores positivos y negativos definen el signo de un espacio
y se escribe de la siguiente manera RP?, donde p son las dimensiones positivas y ¢ las
dimensiones negativas.

Definicién 8 Un vector nulo X, es aquel cuya norma es igual a 0.

X - X=[X[*=0 (I1.1)

Donde no necesariamente X = 0. Estos vectores pueden existir en espacios que tienen
s1gnos miztos.

Definicién 9 En la geometria conforme puntos en el espacio RP4, son representados co-
mo vectores nulos del espacio RPTH4T Por lo tanto, puntos del espacio euclideo R3° son
representados como vectores nulos del espacio conforme RY. Esto da una geometria de
5-dimensiones.

La base de esta geometria conforme se representa por el siguiente conjunto de vectores
(e1,e9,€3,€,€) ortonormales. Donde:

e1-ep=¢ey-eg=e3-e3=¢e-e=1ye-e=—1 (I1.2)
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Definicién 10 La geometria conforme define los siguientes vectores nulos n y n de la

siguiente manera:

S

3
I

®

™

[

Q]

(11.3)

(

11.4)

Donde n es el vector en el infinito y n es el vector origen. Mas adelante se explica el

porque se le da estos nombres.

Usando lo visto en el capitulo I, se definen las siguientes tablas (1.1):

GP e e; e e € € A e e; e
e 1 —ee ee e 1 0 0 e 0 —e;Ne eNe
€; e;e 1 e;e e 01 0 e, e Ne 0 e; \Ne
e —ee —ee —1 e 0 0 -1 e —eNe —eNe 0
GP n e; n n e n A n e; n
n 0 —en 2 — 2ee n 0 0 2 n 0 —e; An —2eé
€; e;n 1 e;n e; 0 1 O e; e An 0 e; \n
n 2—2ee —en 0 n 2 0 0 n 2ee —e; AN 0

Algunos de estos resultados se encuentran demostrado en la referencia [3], y ademas

seran utilizados para calcular las intersecciones antes mencionadas.

1.1 Elementos del modelo conforme

La definicién 2, muestra que este modelo posee 5 dimensiones, esto implica que un
multivector en esta geometria viene representado por 32 elementos: 1 escalar, 5 vectores,
10 bivectores, 10 trivectores, 5 quadvectores y 1 pseudoescalar. Que se muestran en la

siguiente tabla:

Elemento Simbolo
1 escalar A
5 vectores ey, €y, €3, €, €

10 bivectores
esNe, eNe
10 trivectores

5 quadvectores
eas NesNeNe
1 pseudoescalar e; Aey AesAeANe

e1 Ney, eaNes, es/eq,

61/\62/\63, 61/\62/\é,
ea NegNe, ea/NesAe,

e1 Ney Ae,
et Nee,

e1 N\ e,

et Nes Nes Ne, e Nexy Aes e,

62/\é,

es N\ e,

61/\63/\é,
ea NeNe,
egr Neg ANeNe,

erNe,

epr NegANe
esNeNe
egtNegsANeNe

es Ne
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Una vez definido los elementos de este espacio, se procede a describir las primitivas
que residen en este espacio y su funcionamiento.

1.2 Punto

Un punto en el espacio conforme se define como el vector nulo:

F(r)=X =2z +2*n—n (IL.5)

Donde z en este caso es un punto en R2.

T = T1€1 + Toeo + X363 (IL.6)

Ejemplo, sea un punto x = (1,0, 2) en R3, su vector nulo correspondiente en el espacio
conforme:

X =2(e; +2e3)+5n —7n

B (IL.7)
= 2e; +4e3+5n—n

En la definicion 3 se senala que n representa el infinito y n el origen, a continuacion se
muestra el por qué de esta asignacion. Si z = (0,0, 0), se tiene:

X=-n (IL.8)

De aqui que 7 apunte al origen. Ahora sea la siguiente expresion:

X -n=2wx-n)+2*(n-n)—n- n=22> (11.9)
Por lo tanto:
QXX_ :22x+2xQ;1—n
“n 21:{7_1 (I1.10)
T

2x—n
22

Es claro, que si x — oo la expresion — 0. De aqui que n apunta hacia el infinito.

Sea X e Y dos puntos del espacio conforme, se tiene las siguientes expresiones [3]:
X Y =2z —y)? (I1.11)

XAY =4(z Ay)+ 203z An) — 2(x A1) — 222 (y An)
_12(”/\@) +2(y AR) +y2(n/\ﬁ) (I1.12)

Destacando que la ecuacion (I1.12) senala que el producto interno de X e Y guarda
relacion con la distancia de ambos puntos en R3.
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1.3 Recta

Sean dos puntos en el espacio conforme P, y Ps:

P =2x +ain—n (I1.13)

Py =21y +a3n —n (I1.14)

Una recta en el modelo conforme se representa por la siguiente expresion:

L=P AP, An (11.15)

L=4(xy ANzaAn) —2(xeg — 1) ANAR (I1.16)
La demostracion de esta expresion se encuentra en el apéndice A.

Si la recta en R3, pasa por el origen, es decir, 7, = axy. El primer trivector se hace 0,
por lo tanto, L para una recta por el origen en R3, se expresa:

L=-2(xy—az1)AnAn
= —2(az; — 1) AnAn (I1.17)
=2a—-1)z1AnAn

Asimismo, en la ecuacion I1.16 se puede notar que el segundo trivector guarda relacion
con el vector direccion de la recta.

Se muestra el siguiente ejemplo, sean dos punto en R?, z; = (1,1,0) y 25 = (1,0,0),
se tiene que la recta viene representada por:

L=4(ey+e)NeyAn—2(eg —e; —e) AnAR

B (I1.18)
=des Neg An+2ea AnAn

Un ultimo punto a considerar es el siguiente, sea un tercer punto en el espacio conforme
X tenemos que si L A X = 0, entonces X vive en la recta. En el caso que L A X # 0
implica que X no vive en la recta.

Siguiendo el ejemplo de arriba, se considera el punto x = (1,—1,0) que claramente
vive en la recta, el punto conforme asociado es X = 2(e; —e3) 4+ 2n — 7. Se calcula L A X:
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L= (4des Neg An+2es AnAn)A(2(e; —ey) +2n —n)
=8(ea Aeg An)A(eg Aeg) +8ea Aeg AnAn—dey ANep AnAn+
+4(eaAnAn)A(eg Nex) —des AnATRAN+2e0 AN ATRRATR
=—des Negt AnAn+4des AnAnAep
=—des Neg AnAn+4des ANet AnAn
=0

(I1.19)

Lo cual verifica que el punto reside en la recta. Ahora se considera el punto z = (0,2, 0)
que no vive en la recta, su punto conforme es X = 2e, + 4n — n. Por lo tanto L A X:

L= (4ea Neg An+2es AnAn)A(2(e) +2n —7)
= —4(ea Neg AnAn) (I1.20)
#0

Lo que verifica lo antes mencionado.

1.4 Circulo

Aunque no se va a trabajar con esta primitiva, ya que su uso en la computacion grafica
para las operaciones bésicas no es comin, igual se define como un trivector:

Donde P, P, y P53 son puntos en el modelo conforme.

El radio se obtiene con la siguiente formula:

_C?
o~ 11.22

Y su centro es:
e =CnC (I1.23)

1.5 Plano

Sean tres puntos en el espacio conforme P, P, y P3. Un plano en el modelo conforme
se define con la siguiente expresion:
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Esta expresion es simple para su uso en computacion grafica, ya que la mayoria de los
calculos con mallas geométricas se realizan con triangulos.

Resolviendo L, si tiene que:

T =8(xy ANxg A3 An)

11.25
+4[(xr Aza AnAR) — (zy Axg AnAR) + (22 Axz AnAn) ( )

Esta demostracion se encuentra en el apéndice A. Cabe mencionar que para verificar
si un punto se encuentra en el plano se verifica que L A X = 0, donde X en un vector nulo
en el espacio conforme, en caso de que no sea igual a 0 entonces el punto reside fuera del
plano.

1.6 Esfera

Una esfera se define en el modelo conforme como un quadvector:

Donde Py, Py, P3 y P son puntos en el modelo conforme.

Resolviendo S, se tiene que:

S =16(x1 Ao A w3 Axg) — 83(01 Ao Azy An) +8(21 Ao ATy AR)
— 823 (wa Axs Axyg An) +8(zy Aas Ay AR) — 8x3(z3 Axy ATy AN)
+8(w3 Ay Axg An) + (4o — 4x3)(x1 Axg An AR) + (o] — 4x3) (o ATy An A R)
(423 — 422) (23 Azg A AR) + 822 (11 Ay Axg An) + (4o — 422) (21 A 29 A AR)
(42 — 423) (g Azs An AR) + (4o] — 4a3) (w3 Aoy An AR) — 8(zy Axg Axs AR)

Esta demostracion se encuentra en el apéndice A.

El radio de la esfera viene dada por la siguiente expresion [3]:

2 —5°

Y el centro es:

e =5nS (I1.28)
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2 Transformaciones

2.1 Traslacion

En el capitulo 1, se mencion6 que un rotor es de la forma:

R=e¢ B2 (11.29)

Con este rotor se rota un vector en R® en un angulo 6. En el modelo conforme una
traslacion toma la misma nocién de los rotores. Sea R definido de la siguiente manera:

R =% (11.30)

Donde n es el vector infinito y a es un vector en el espacio R*°. Es claro que a y n son
ortogonales, por lo tanto su producto interno a - n = 0. Entonces:

(na)® = nana = —anna = 0 (I1.31)

Si la ecuacion I1.30 se reescribe utilizando la serie de Taylor, tenemos:

x  x?

e :1+ﬁ+§+... (1132)

Pero a partir del segundo término, todos se anulan.

T,=e¢% =14 — (I1.33)

T,=1—— (11.34)

Ahora se muestran las siguientes expresiones:

ToaT, =z +n(a-x)
T,nT, =n (T1.35)
Taﬁfa =0 —2a—a*n

Las demostraciones se encuentran en [3].

Si se considera un punto en el modelo conforme F(z) = 2z + 2*n — f1, para un x € R3,
se tiene lo siguiente:

T.F(x)T, = T,(22)T, + Tu(2*n)T, — T, (7)T,
=2(x+n(a-z)) +2°n —n+2a+a’n
=2z +2n(a-x) + 2’n — 7+ 2a + a’n
T,F(2)T, = 2(x 4+ a) + (x + a)’*n — 7

Lo que claramente es una traslacion de x en a unidades.

(11.36)
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2.2 Rotacion

Las rotaciones en el modelo conforme siguen los mismos lineamientos que se vieron en
el capitulo 1, es decir, sea F(x) = 2z + x°n — 7, la rotacion de F(x) se expresa como:

X' = RF(z)R (11.37)

Donde R:

R = cos(8/2) — Bsin(0/2) (I1.38)
Siendo B un bivector unitario y 6 el angulo de rotacion.
Por ejemplo, si se quiere rotar F(z) donde = = aje; + asey + ages alrededor del eje
Y = e,, se toma B = eze;q:
X' = cos(0/2) — esersin(0/2)F(x)cos(0/2) + ezeysin(6/2) (I1.39)
Resolver esta ecuacion da como resultado un X’ = 22’ + 2"?n — i1, donde:
2" =(a; cos® a — ap sin® a + 2a3 sin a cos a)e; +

ao€2+ (1140)

(agcos® a — azsin® a — 2a; sin o cos a)es
La demostracion de esta expresion se encuentra en el apéndice A.

Ademés, con el uso de rotores se puede expresar la rotacion y traslacion como un solo
rotor, es decir:

X' = RF(x)R (T1.41)

Donde,

R=T,RT, y R=T_,RT., (11.42)

Siendo a el vector de desplazamiento. La construccion de este rotor se puede encontrar
en [3].
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2.3 Dilatacion (Escalamiento o Escalado)

Esta operacion consiste en encoger o estirar un vector. Y al igual como la traslacion y
rotacion empleamos un rotor para ello. La idea descrita por Doran y Lasenby consistia en
multiplicar por e~® de la siguiente manera:

Sea,

D, =e" = cosh(a/2) + sinh(a/2) N (I1.43)

Donde N = ee = %ﬁ A n. Por lo tanto:

F(e “x) = e *D,F(x)D, (IT.44)
De esta forma se escala un vector en el modelo conforme, por ejemplo, si se quiere
escalar un vector por un factor de 3 unidades, se obtiene que:
1
et = 3 = a =1n(0,33) = —1,108. (I1.45)

Por otro lado se tiene que::

D_y 108 = cosh(—1,108/2) + sinh(—1,108/2) N (I1.46)

Por lo tanto solo se calcularia la siguiente expresion:

F(e'%2) = "D 10sF(2) D1 108 (IL.47)

Ahora esta escala se realiza usando el origen como pivote. Si se desea escalar cualquier
vector sin importar su ubicaciéon se tendria que:

aAAn
D,=c¢e (5 T ) (I1.48)

Donde A = F(a), siendo a el vector de traslacion. Los detalles de su construccion y las
demostracion pueden ser encontrados en [3] y [12].

2.4 Reflexi6on

En el capitulo I (I.4.1) se menciona que reflejar usando el algebra geométrica tenia la
siguiente representacion:

a = —nan (I1.49)
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La geometria conforme presenta una representacion similar, es decir, una reflexion en
el modelo conforme tiene la siguiente representacion [12]:

X' =nXr (11.50)

Donde 7 es el plano en el cual se refleja, y X es el punto en el modelo conforme a
reflejar. En el apéndice A se muestra la resolucion de esta ecuacion.

3 Intersecciones de primitivas

Una de las ventajas del modelo conforme, es la manera en como se manejan las inter-
secciones, se muestra que practicamente con una sola féormula podemos sacar informacion
sobre la interseccion de los diferentes elementos de la geometria. No se pretende demostrar
o deducir dichas formulas, una explicacion detallada se encuentra en las referencias |12]

y [14].

El operador a utilizar para indicar interseccion sera V. Ademaés se van a usar un maximo
de 8 puntos en R? que se definen de la siguiente manera:

T1 = a1€1 + agxez + ases, Ts = q1€1 + g2€2 + (¢3€3
Ty = blel -+ b2€2 + d3€3, Tg — W1€1 + Wo€9 + wses
T3 = C1€1 + c2e2 + C3€3, X7 = p1e1 + paes + p3es
1y = dyey + dyes + dzes, Ty = z1€1 + 2p€2 + 2363

Y sus puntos en el modelo conforme estan representados como:

Po=2x,+2¥n—n, P;=2r5+ain—n

Py =21y +2in—n, Ps=2x6+ain—n
Py=2x3+zin—n, Pr=2r;+22n—n

Py=2r4+2n—n, B :2x8+x§n—ﬁ
Por 1ltimo se presenta una definicién que se va a emplear en las intersecciones.

Definicion 11 Sea A, algin elemento del dlgebra definimos el dual de A, como A*,

A" = 1A (IL.51)
3.1 Interseccion Recta-Recta

Sean dos rectas, L1 = Py AP, Any Ly = P3 A Py An la interseccion viene dada por la
formula,

B=(LV Ly)* = (ILy) - Ly = (Ly) - (ILy) (11.52)
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Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.1), B es igual a,

B =(a2fs — asfy + aufs — asfa)erese + (asfs — a1fs + asf1 — agfs)ezese

+ (184 — aaffs + agfa — aufi)esere + (aofs — azfy + aufls — asfz)erese
+ (36 — 185 + a5 51 — agfs)eaese + (a1 By — anfls + agfy — aufr)esere (11.53)
+ (apBs — asfs)eree + (aufs — agBa)ezee + (asBy — aufs)esee
+ (186 + 2By + a3Bs + e + asfBs + agfi)e
+ (a1 Bs + @By + azfs + auBy + asfs + agPr)e

Donde « y 8 toman los valores,

ay = (a1by — agby), B1 = (c1dy — cody)
Qo = (a2b3 - a352), 32 (02d3 - C3d2)
a3 = (a3b1 - CL153), B3 = (C3d1 - C1d3)
ay = (a1 — by), Bi=(c1 —dy)
Qs (a2 - 52), Bs (02 - d2)
Qg = (as - 53), Be = (03 - d3)

De la expresion I1.53, el valor que determina la existencia de una interseccion es,

(186 + oy + asfs + aufla + a5 83 + agf) (I1.54)

Si este valor es igual a 0, implica que las dos rectas se intersectan.

3.2 Interseccion Recta-Plano

Sea la recta L = Py A P, Any el plano Il = P; A P, A Ps A n la interseccion viene
determinada por,

B= (VL) =(I)-L (IL.55)

Como se demuestra en el apéndice A (A.2.2), B es la siguiente expresion,

B =(w2f3 + w1y — waPr)ere + (waffs + w1y — waffr)es€

=(
(w3B1 — wafBa 4 w1Bs)ese + (w3f1 — wafla — w1 Ps)eze (11.56)
(—w3Bs + wafa + w1 Bs)ese + (—wsfs + wafly + w1 fs)ese .
(

—ws By — wafls — wafls)ee

Donde § y w son iguales a,
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arby — Gle)
asbs — a3b2)
asb; — albs)

Br=(
Ba = (
Bs = (
54:((11—51)
Bs = (
Be = (

(I1.57)
Az — b2)
az — bs)
w1 = (c1daqs + codsqr + csdiga — cadiqs — c3daqy — c1d3qa)
wy = (c1dy — cady — €1G2 + caqu + diga — daqn) (11.58)
ws = (cads — c3dy — C2q3 + €302 + daqs — d3qo) '
wy = (csdy — crds — c3qn + c1q3 + dzqi — digs)
Calculando B? se obtiene informacion sobre la interseccion,
B? = (w34 + wafs + wafs)? (11.59)

Esta ultima expresion tiene dos posibles casos:

1. Si B = 0, implica que la recta es paralela al plano, pero hay dos opciones, que la
recta este contenida en el plano o sea paralela al mismo, para determinar esto tltimo,
se toma la expresion (—wsfs + wy B + w1 ) si esta expresion es igual a 0, entonces
la recta vive en el plano, de lo contrario la recta no reside en el plano.

2. Si B > 0, entonces la recta intersecta al plano en un punto.

3.3 Interseccion Recta-Esfera

Sea la recta L = Py A P, An,y laesfera B = P3 A Py N\ Ps A\ Py la interseccion se define
por,

B=(EVL)=(E)-L (11.60)

Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.3), B viene dado por,

B =(u3Bs + 18 — psPr)ere + (p2fa + psfs — psBr)ere
+ (aBr + p1Bs — psBa)ese + (pafy + paBs — p3fz)ese
+ (wsP2 + 1186 — paBs)ese + (s P2 + p2Be — pafs)ese (I1.61)
+ (1281 — pafr)eres + (paBa — p1fB2)eaes + (pafls — 1 Bs)eser
— (paBa + 1585 + p3fs)ee



Donde [ es igual a las expresiones (I1.57) y p es igual a,

p1 =o4(1 — 22) + asa(1 — 23) + aza(1 — 27) + aras(zf — 1)

p2 =193(1 4+ 23) — craa(1 + 22) — agza(1 + 23) — azpa(l + 27)

3 =adyp (v — x3) + bdia(23 — 23) + cdig(a] — 23) + abya(xf — x2)
+ beg(zf — 23) + cara(xf — x7)

pa =adoa (w3 — x7) + bidag (5 — 3) + cday(2] — 23) + abay (x5 — 23)
+ begg (2 — 23) + cagz (g — x7)

s =adgy (v2 — x3) + bdzy (235 — 23) + cdsy (2] — 23) + abgy (vf — x2)

+ b031(x§ — x%) + cagl(x?) — xi)

Donde,

Q194 = Cld2w3 —+ 02d3w1 -+ 03d1w2 — 02d1w3 — 03d2w1 — C1d3w2)

Q314 = (W1C2W3 + ¢2C3W1 + @3C1W2 — @2C1W3 — G3C2W1 — Q1C3w2)

(
934 = (d1w2w3 + dagswy + dzqrwa — doqrws — d3qaw; — dlqng)
(
Q93 = (c1d2gs + cadsqr + c3diqa — cadiqs — c3dagn — c1d3q2)

Y las variables del tipo ads, beag, etc, se expresan con la siguiente notacion,

TYij = Tit2¥Yj+2 — Lj+2Yit2

Calculando B? se obtiene,

B? = — (33 + pa s — psBr)” + (2 + psfs — psfr)?

— (paPr + 1 Bs — psfa)® + (pafr + pafls — piaf)?

+ (1502 + 1186 — 1aBs) + (1552 + p2Bs — p1afs)?
(21 — Mlﬁl)z — (p2f2 — M152)2 — (p2fi3 — M153)2
(

+ (paBa + 11555 + p3fBs)?

Esta ultima expresién tiene tres posibles casos:

1. Si B? =0, la recta es tangente a la esfera.
2. Si B? > 0, la recta intersecta a la esfera en dos puntos.

3. Si B? <0, la recta no intersecta a la esfera.
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(11.62)

(I1.63)

(11.64)
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3.4 Intersecciéon Plano-Plano

Sean dos planos I[Iy = PLAP, NP3 Any Il = Py A Ps A Ps An, la interseccion se define
por,
B = (I, VIL) = (1) - I, (I1.65)
Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.4), B es la siguiente expresion,
B =(wsAs — wadg)ere€ + (wads — wshg)ese€ + (wshy — wils)egee

(COQ/\l — wl>\2)61626 + (a)g)\l — wl/\3)€2636 + (W4)\1 — wl)\4)63616 (1166)

(Cdg)\l — wl)\g)elegé —+ (Wg)\l — wl/\3)€2€3é -+ <W4)\1 — wl)\4)egelé

Donde w y A son iguales a,

w1 = (CleQC‘g, + agbgCl + (lgblCQ — agbng — a3b201 — a1b362>
wy = (a1by — agby — a1ca + ascy + bicy — bacy) (I1.67)
W3 = (a263 — a31)2 — Q9C3 + azCa + b203 - b302> .
Wy = (a3b1 — a163 —asc; +aics + bgCl — blcg)
A = (digws + dagzwy + dsqrws — dagrws — dzqowr — diqzws)
Ay = (d1g2 — daqi — dywsy + dowy + qrwe — gown) (11.68)
A3 = (dags — d3qo — dows + dsws + Qw3 — gsws) .
Ay = (d3qn — digs — dswy + dyws + gzwy — qrws)
Calculando B2,
B2 :(W4>\2 — WQ)\4)2 + (CUQ)\g — W3>\2)2 + (W3>\4 — w4)\3)2 (1169)

Se obtienen dos posibles casos,

1. Si B =0, los planos son paralelos.

2. Si B > 0, los planos se intersectan

3.5 Interseccion Esfera-Plano

Sea una esfera £ = Py A P, A P3 A\ P, y un plano Il = P; A Pg A P; A n, la interseccion
se define por,

B=(EVI)=(E)-II (11.70)
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Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.5), B se expresa como,

B =(usws — pswy)ereé + (psws — piyws)esee + (fyws — fsws)esee

+ (pswr — piws)erese + (fawr — phws)esese + (tswr — fiws)egese

_ i ~ (LT
+ (3w — pows)e1e2€ + (pgwr — flows)esese + (iswy — paws)ezeré
+ (w1 — piawi )erezes
Donde p y w son iguales a,
p1 =aioa(1 — 23) + g (1 — 27) + azia(1 — 25) + agoz(a] — 1)
pry =aa3(1 + 23) — agoa(1 + 23) — ansa(1 + 27) — azya(1 + 23)
3 =adyo (3 — x3) + bdya(23 — 23) + cdig(zy — 27) + abya(x] — 23)
+ beya (23 — 23) + carp(2? — 23) (1172)
pa =ados (w3 — x3) + bdog (0] — 23) + cday(23 — 27) + abay(z] — 73) .
+ begg (2] — 1) + cagz (2] — x3)
s =ads; (v3 — x3) + bdz (23 — 23) + cdsy (x5 — x7) + absy (25 — 23)
+ besy (23 — 22) + casy (25 — 3)
Donde,
194 = (a1bods + asbsdy + azbidy — asbids — agbedy — aybsds)
rg34 = (brcads + bacsdy + bycydy — byerds — bacady — bicady) (IL.73)
az1y = (crasds + cazdy + csardy — caa1ds — czasdy — crazds)
(193 = (a1bacs + agbscy + agbicy — asbics — asbacy — arbscs)
Y las variables del tipo adis, beag, etc, se expresan con la siguiente notacion,
TYij = TYj — T;Y; (I1.74)
Por ltimo,
qrw2ps + GW3p1 + 3Wip2 — G2W1P3 — ¢3Wap1 — G1W3P2)
Qrws — gawi — q1Pa + @2p1 + WiPa — wWap1) (IL75)

wy = (
wy = (
w3 = (q2ws3 — q3wWz — q2P3 + q3pa + Waps — W3pa2)
wy = (gsw1 — qrws — gsp1 + 1ps + wzp1 — wW1p3)

Calculando B? se obtiene,

B? =(usws — paws)” + (Haws — paws)® + (paws — psws)?
- (Mzwl - M1w2)2 - (M4w1 - M1w3)2 - (M5w1 - M1W4)2 (11-76)
+ (/l3w1 - M2w2)2 + (M4w1 - MQC<J3)2 + (,u5w1 - M2W4)2 - (,u1w1 - ,MQOJ1)2

De esta ultima expresion se tiene tres posibles casos:
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1. Si B?2 =0, el plano es tangente a la esfera.
2. Si B? > 0, el plano intersecta a la esfera.

3. Si B <0, el plano no intersecta a la esfera.

3.6 Interseccion Esfera-Esfera

Sean dos esferas £y = PPA P, NP3 AN Pyy Ey = Ps N\ Pg A P; A\ Pg, la interseccion se
define,

B=(E,V Ey) =(E) Ey (11.77)

Como se demuestra en el Apéndice A (A.2.5), B se expresa como,

B =(usAi — pus)erese + (fahi — prds)esese + (s A — pAs)esere
+ (,ug)\Q — ,u2)\3)elegé + (/i4)\2 — /JJQ/\4)€263€ + <M5)\2 — /1,2)\5)63615

11.78
+ (,U5>\3 — ,u3>\5)€1€é + ([Lg)\4 — ,u4>\3)€2€é + ([L4/\5 — [1,5)\4)6365 ( )
+ (A2 — paAi)ereqes
Donde p toma los mismos valores que las expresiones (I1.62), y A es igual a,
A =aq24(1 — x?) + agza(1 — xé) + ag14(1 — $§) + 04123(953 —1)
)\2 206123(1 + .Z’é) — 04124(1 + $$) — 04234(1 + LU%) — 06314(1 + m%)
)\3 :adlg(l'g — .73%) + bd12($§ — .CE%) + Cdlg(lﬂg — l’g) + (Ibm(.??g — .CE%)
+ me(CC% — IL‘?) + Calg(l'g — JI%) (II 79)
)\4 :ad23($$ — 13(23) + bdgg(l’g — x%) + Cdgg(ﬂf% — LC?)) + CLng(SL’% — x?) .
+ begs (23 — 22) + cagz(ws — x8)
N5 =ads; (22 — x3) + bz (x2 — 22) + cdsy (w3 — 22) + absy (v — 22)
+ ngl (l’g — l’g) -+ Ccasy (l‘g — LIZ’%)
Donde,
Q121 = (Qrwazs + w3z + qswr 2o — QW1 23 — Q3Wa21 — 1W322)
Q934 = (W1P223 + WaPsz1 + W3P129 — WaP123 — WaPaz1 — W1P322) (T1.80)
as14 = (P1g223 + P2gsz1 + P3qiz2 — P21 23 — P3qez1 — P1G322) .

Q123 = (Qrwaps + QWsp1 + gswiPs — GW1Ps — g3Wap1 — GLW3P2)

Y las variables del tipo adis, beag, etc, se expresan con la siguiente notacion,

TYij = TitalYjra — Tjralita (I1.81)
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Calculando B? se obtiene,

2

( )7 = (ads — pda)® — (pshs — paks)”
( )2 4 (pado — p2Xa)® + (psha — pads)®

(153 — M3>\5)2 + (usha — p1ads)? + (pads — pisha)?
- (M1>\2 HaAr )2

3T — [ A3
(H.82)

Esta dltima expresion tiene tres posibles casos:

1. Si B =0, las esferas son tangentes.
2. Si B > 0, las esferas se intersectan.

3. Si B < 0, no hay interseccion en las esferas.

Como nota final, cabe mencionar que en este trabajo no se realizan el calculo de los
puntos, rectas o circulos de interseccion, ya que no son de interés para resolver los proble-
mas que se van a tratar. No obstante, una solucién para encontrar las primitivas producto
de la interseccion pueden ser encontrada en la referencia [12].
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CAPITULO III

COMPUTACION PARALELA Y COLISIONES

1 Computaciéon Paralela

Algunos problemas en la computacion requieren de mucho calculo, un solo procesador
tomando en cuenta el més rapido en la actualidad, podria tardar anos en realizar algunas
operaciones. Es aqui, donde la computacién paralela toma interés, con esta técnica un
problema puede ser resuelto por mas de un CPU (Central Processor Unit), optimizando
asi el tiempo de respuesta.

1.1 Historia

La computacion paralela ha tenido interés desde los anos 50’s hasta el dia de hoy, en la
actualidad existen computadores que tienen mas de un CPU que comparten una memoria
(shared memory), es decir, todos los procesadores tienen acceso a la misma informacion.
No obstante, son maquinas relativamente grandes y costosas que solamente grandes com-
panias, gobierno, o instituciones cientificas pueden obtener.

Pero recientemente ha surgido un nuevo tipo de parelelismo que es accesible a cualquier
persona que posea algin computador personal. Las empresas fabricantes de procesadores
se dieron cuenta que la solucion para realizar calculos méas rapido no era incrementar la
velocidad de los proceadores, ya que este incremento tiene la desventaja de producir de-
masiado calor.

Observando esto, se dieron cuenta que tenfan que optimizar los procesadores de otra
manera. Es en el 2002 cuando INTEL presenta una familia de procesadores con la tec-
nologia de HyperThreading [15] (figura III.1) el mas conocido de ellos es el Pentium 4.
Estos procesadores podian ejecutar 2 hilos (threads) o procesos al mismo tiempo, dando
una idea de paralelismo en un solo procesador.

Este paralelismo era relativo, por que aunque un procesador podia ejecutar 2 hilos al
mismo tiempo, el CPU seguia ejecutando una instruccion a la vez. Solo que la diferencia
del procesador sin la tecnologia hyperthread, es que este ejecutaba un thread primero y el
otro después. Esto brindo una eficiencia en términos de computo sin aumentar la velocidad
del procesador, y ademés estos procesadores empiezan a ser accesibles en los computadores
personales.

En el anio 2001 IBM se encontraba trabajando con una tecnologia que se le llama
multi-core (multi-nicleo) creando el chip POWER4, esta tecnologia consistia en un solo
procesador pero que en su interior tenia 2 nucleos, a diferencia del Hyperthreading, con
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Figura II1.1: Tecnologia Hyperthread [16]

esta tecnologia 2 hilos podian ejecutarse simultaneamente en forma paralela, ya que cada
hilo se ejecutaba en un ntcleo (core).

Esto di6 inicio a una competencia fuerte sobre el mercado de los procesadores duales,
mas aun en la actualidad no solamente un procesador posee dos nucleos, existen quad-
cores (cuatro nticleos), eight-cores (ocho nucleos), etc, con esto se incrementaba el poder
de computo y la rapidez sin tener que incrementar la velocidad del CPU.

Como se muestra en la figura I11.2, se puede ver que ahora 2 hilos podian entrar si-
multaneamente al procesador, ya que cada hilo se ejecutaba en un ntcleo independiente.
Es aqui cuando se empieza a tener lo que se llamo un verdadero paralelismo.

Esto coloca el paralelismo en las maquinas de escritorio, y a su vez las empresas di-
senadores de software empiezan a optimizar sus programas para esta nueva familia de
procesadores, no obstante, este paralelismo en las computadores personales se usa mas
que todo para correr programas en forma simultanea, es decir, se utiliza mayormente para
procesos independientes. Pero antes de que las empresas empezaran a usar esta tecnologia
en sus aplicaciones, surge de manera casi inmediata una nueva vision de paralelismo, que
es usando el GPU (Graphics Processor Unit), con el GPU las empresas y usuarios se dan
cuenta que los calculos son muchos méas rapidos, por lo tanto, empiezan a optimizar los



40

Intel* Processor with Hyper-Threading Technology (HT Technology)
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Figura III.2: Tecnologia DualCore [17]

calculos de los software usando el GPU, y dejan el paralelismo en el CPU para procesos
independientes.

2 GPU (Graphics Processor Unit)

Desde que se empieza a utilizar la computadora con fines gréficos, las empresas creado-
ras del hardware se dan cuenta que el CPU no era suficiente para suplir la demanda gréfica
que se requeria. Un usuario, necesitaba una respuesta casi inmediata si este solicitaba algo
tan simple como trasladar una geometria en 3D. Cabe mencionar, que el CPU es el cerebro
de la computadora, este no solo se encarga de los calculos, sino que ademas se encarga
de sincronizar todo el hardware de la computadora, algo que se hace a través del sistema
operativo (OS).

Silicon Graphics fue una de las empresas que se encargo de crear computadoras op-
timizadas para el procesamiento de graficos 2D/3D (figura I11.3), mas atn, en el afo
1992 crean una libreria OpenGL [18], que se convertiria en un estandar para la progra-
macion de aplicaciones 2D /3D. No obstante en aquel entonces, estas computadoras eran
extremadamente costosas, al punto que solamente grandes companias podian comprar di-
cho computadores. La computacion grifica de ese entonces era enfocada mayormente al
mundo cientifico.
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Figura II1.3: Sillicon Graphics - Indy [19]

Pero en los 90’s, las computadoras personales empiezan a expandirse en cada hogar
del mundo, ademés empieza una industria que en la actualidad es muy lucrativa, que es la
industria de los video juegos. En los mismos 90’s nacen empresas como S3 [20], 3Dfx [21],
NVIDIA [22], entre otras, y se empiezan a crear tarjetas aceleradoras gréficas para los
computadores personales y consolas de video juegos. Haciendo que la tecnologia 2D /3D
llegara a cualquier computador.

Pero es en 1995 cuando Microsoft lanza el sistema operativo Windows 95, este sis-
tema operativo (cuya interfaz era grafica) invade de manera rapida las computadoras de
escritorio, aumentado asi la necesidad de aplicaciones gréficas. Microsoft consciente de
esto, lanza DirectX 1.0 [23] que al igual que OpenGL era una libreria que podian usar los
disenadores de software para crear aplicaciones 2D /3D. Estas librerias (OpenGL /DirectX)
usaban el potencial de las tarjetas graficas para correr aplicaciones en tiempo real, como
por ejemplo, los videos juegos.

Estas librerias presentaban un problema, los programadores estaban restringidos a lo
que las librerias graficas proporcionaban, si un programador de software 2D /3D queria
implementar algtin algoritmo grafico usando el GPU, tan sencillamente no podia o tenian
que ser un experto usando lenguajes como assembly, los programadores entonces hacian los
calculos en el CPU y luego pasaban la informaciéon obtenida al GPU usando las funciones
de OpenGL o DirectX.

En los mismos 90’s, las empresas fabricantes de procesadores, viendo el auge y la
necesidad de optimizar los calculos en 3D, empiezan a optimizar los CPU. Se implementa
en los CPU una manera de realizar cilculos en paralelos, usando SIMD (Single instruction,
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multiple data / simple instruccion, multiple informacion) [24], es decir, esta técnica consiste
en que se toma un grupo de informaciéon de la memoria y se le aplica un célculo simple. Esto
era algo muy 1util en la computacion grafica y aplicaciones multimedias, ya que la mayoria
de los calculos en estas areas, implican suma de vectores, multiplicacién por escalar, entre
otras operaciones. A continuacién se muestra un ejemplo:

Brillo de una imagen

Memoria del equipo
4 — Bloque de Informacion

o

Resultado
|

Figura II1.4: SIMD (Single instruction, multiple data)

Instruccion simple

Como se puede ver en la figura I11.4, el SIMD, funciona de la siguiente manera, en
primera instancia se toma un bloque de informaciéon de la memoria, y a este bloque de
informacion se le suma un valor para aumentar el brillo de la imagen, el CPU a través del
procesador SIMD, aplica este célculo de manera simultanea a todo el bloque de informa-
cion, y regresaba el resultado a la memoria. Esta era una forma de paralelizar calculos. El
Pentium MMX fue uno de los primeros procesadores Intel en implementar esta tecnologia.

Figura IIL.5: Id-Software - Quake [25]

Para aquel entonces, el mundo de los videos juegos estaba surgiendo, juegos como
QUAKE (figura II1.5) lanzado el 22 de Junio de 1996, fue uno de los primeros juegos
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en primera persona en usar geometria 3D (poligonos), ademéas, también fue uno de los
primeros en empezar a utilizar los aceleradores graficos para presentar un gran acabado
en su arte. A mediados de los 90’s, la industria de los video juegos crecia de manera
muy rapida, se necesitaban de procesadores graficos cada vez més potente, para presentar
mejor calidad gréafica en los videos juegos. Es entonces, cuando las empresas encargadas
del hardware y del software (OpenGL y DirectX) toman medidas al respecto, y empiezan a
proporcionarle al programador la capacidad de anadir sus propios codigos usando el GPU
del equipo.

2.1 Vertex Shader y Fragment /Pixel Shader

En lineas generales OpenGL y DirectX siguen él siguiente esquema de trabajo (figura
I11.6) para presentar una geometria 3D en la pantalla de un computador .

3D

Application
or Game
3D API
Commands
3D API:
OpenGL
or Direct3D
CPU - GPU Boundary
GPU
Command & .
Data Stream Assembled Pixel
Vertex Index Polygons, Lines Location Pixel
Stream & Points Stream Updates
GPU s Primitive | s Rasterization & Raster | oo (o Buffer
Front End Assembly Interpolation oﬂﬂfatlﬂl'ﬂ

Figura II1.6: Pipeline grifico [26]

Las primeras dos fases consiste en la aplicacion (3D Application or Game) y en las
funciones graficas (3D API), estas son las lineas de codigos que el programador implementa.
Una vez ejecutado el programa, se procede a lo siguiente:

» Procesamiento de los vértices (GPU Front End) y (Primitive Assembly): en
esta fase la tarjeta grafica toma los vértices suministrado por el programador, y le
aplica varias transformaciones, como por ejemplo, traslacion, rotacion, etc. Luego
se calcula la iluminacion por cada vértice usando las normales suministradas por el
programador, y después se procede a proyectar en el plano de la camara, es aqui
donde se hace un proceso de clipping, el cual consiste en cortar aquellos tridngulos
que intersectan el campo de vision y omitir los tridngulos no visibles.

» Procesamiento de pixeles (Rasterization and Interpolation) y (Raster Operation):
en estas dos fases se procede a llevar los triAngulos a pixeles, es decir, se convierte
una linea, en coordenadas de pixeles para dibujarla, ademés se rellenan los pixeles
que contiene un tridngulo, y también en esta fase se aplica la textura en caso de que
esta exista y se halla enlazado a la geometria.
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» FrameBuffer: el frame buffer es un espacio de memoria en la tarjeta grafica donde
se almacenan los pixeles que van a ser visibles en la ventana de la aplicacion.

Basicamente el proceso se divide en dos: vértices y pixeles, mayor informacion se puede
encontrar en la referencia [27|. En los inicios de las tarjetas graficas el programador no
podia alterar, modificar o cambiar, algo en estos procesos, los programadores estaban re-
stringidos a lo que hacia la tarjeta grafica. Es decir, si el programador estaba interesado
en aplicar algin algoritmo de iluminacién, o algin efecto en los pixeles, tan sencillamente
no podia, y los hacia en el CPU.

3D
Application

or Game
3D API
Commands
3D API:
OpenGL
or Direct3
CPU - GPU Boundary
GPU
Command & .
Data Stream Assembled Pixel )
Vertex Index Polygons, Lines Location Pixel

Stream & Points Stream Updates
GPU I o) Primitive | ommmmmmmp Rasterization & | vommmp ~ Raster | sy
Front End Assembly Interpolation Operations Frame Buffer

Pretransformed
Vertices

|Transformed Rasterized ' Transformed
Vertices Pretransformed Fragments
Fragments
Programmable Programmable |
Vertex Proce: Fragment

Processor

Figura II1.7: Vertex Shader y Pizel Shader Pipeline [26]

Pero es a partir del ano 2000 que empieza un cambio radical en el pipeline grafico,
las tarjetas graficas y las librerias de OpenGL y DirectX empiezan a darle mas poder al
programador para usar el GPU. NVIDIA saca al mercado la serie Geforce 3 y ATI in-
troduce la ATT Radeon 9700, estas tarjetas eran compatible con OpenGL 1.2 y Direct3D
9.0, y aqui las librerias gréficas introducen el lenguaje de shader (Shaders Language), esto
permitia al programador mejorar o implementar sus propios codigos en el pipeline gréfico.
Esto se hace a través de los llamados Vertex Shader y Pizel/Fragment Shader, figura IT1.7.

El Vertex Shader (figura I11.8) es un codigo que suministra el programador, este shader
tiene informacion del vértice (coordenada del vértice, normales, tangente, binormal, etc),
el programador captura esta informacion y procede hacer algin tipo de calculo con él. Lo
mismo pasa con el Pizel Shader, es un codigo que tiene como entrada la informacion de
un pixel (coordenada Uy V, informacion de la textura, etc), este pixel es el resultado del
proceso de rasterizacion de la tarjeta grafica, y el programador en su codigo tiene que dar
el color final del pixel.
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Vertex Shader

Informacion
del Vértice Codigo
suministrado por el
LT Info. Vértice
modificado
Pixel Shader
Color
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Figura II1.8: Funcionamiento del Vertex Shader y Pizel Shader

Con esta nueva idea se abrieron un sin limites de efectos graficos, algunos efectos como
relieves (bump mapping, figura I111.9), campo de profundidad (depth of field, figura ), entre
muchos otros, que eran tareas que se realizaban en el CPU, empiezan a calcularse usando
el GPU, algo que abri6 una generacion de video juegos con efectos espectaculares. En
la pagina de desarrolladores de NVIDIA, se puede encontrar de manera gratuita 3 libros
(GPU Gems) [28] que contienen una variedad de efectos visuales optimizados para el GPU
usando Vertex Shader y Pixel Shader.

2.2 Paralelismo en GPU

Es importante destacar que el GPU no procesa un vértice o pixel a la vez. Los proce-
sadores graficos implementan el SIMD, es decir, el procesador toma un segmento de vértices
o pixeles de la memoria, y les aplica operaciones simultaneas a dichos vértices o pixeles.
Por esa razon, tarjetas graficas como la Nvidia 6600 puede procesar 375 millones de vér-
tices por segundo [31].

En la actualidad los GPU aprovechan ahora la tecnologia multicore, pero debido a
que el GPU es un procesador méas simple que el CPU, se pueden introducir una cantidad
considerables de nucleos (cores) en el GPU, como se muestra en el siguiente listado:

n Geforce 8800 GT - 112 cores.
n Geforce 9800 GTX - 128 cores.

» Geforce GTX 295 - 2 procesadores - 480 cores (240 por procesador).
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Figura II1.9: Relieve - Bump Mapping [29]

Figura II1.10: Campo Profundidad - Depth of Field [30]

n Geforce GTX 460 - 336 cores.
» Geforce GTX 580 - 512 cores
= Quadro 600 - 448 cores.

Una de las diferencia tal vez entre el CPU y el GPU, es que el proceso paralelo es
casi transparente para el disenador. Es decir, si un programador levanta en la memoria
n cantidad de vértices o n cantidad de pixeles, el programador no debe alterar el codigo,
para que este funcione en forma paralela. Solo debe aplicar el Vertex Shader y el Fragment
Shader correspondiente y el GPU automéaticamente corre los codigos en paralelos sin que
el usuario lo indique en su programa.

Esta simplicidad se debe, a que la tarjeta grafica asume que todos los hilos que ejecuta
(vértices o pixeles) son independientes, es decir, cuando el vertez shader evalua un vértice,
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no se puede acceder a la informacion de otro vértices, igual sucede con los pixeles. Como se
ve en el figura II1.11, esta es una forma paralela de realizar célculos, los programadores se
dieron cuenta de esto y surge una comunidad (http://gpgpu.org/) General-Purpose Com-
putation on Graphics Hardware, esta comunidad tiene como objetivo divulgar programas,
papers, documentos o tutoriales, que usan el GPU para soluciones gréaficas y no graficas.

. .
Triangulo \ Pixeles
s \ Rasterizacion FrameBuffer
o \ 2
Vertices
GPU GPU
Vertex Shader Pixel Shader

Figura III.11: Paralelismo en GPU

Es decir, los programadores empiezan a usar el GPU, no para un resultado final gra-
fico, sino para un resultado numeérico. Por ejemplo, supongamos que se quiere sumar dos
matrices 100x100. Los programadores se dieron cuenta que una matrix la podian almace-
nar en una textura en la memoria de la tarjeta grafica, luego aplicando un pizel shader,
podian tener acceso a las dos matrices, y crear una “imagen” que era la suma de las dos
matrices, luego se captura el resultado en la memoria de la tarjeta grafica. Como se puede
ver en ningin momento se obtiene algin resultado grafico, sino un resultado enteramente
numeérico.

No necesariamente computistas graficos ahora usaban el GPU, sino cientificos de otras
disciplinas empiezan a usar este potencial para solucionar problemas no necesariamente
graficos:

» A Practical Quicksort Algorithm for Graphics Processors [32]
» A graphics hardware accelerated algorithm for nearest neighbor search [33]

= An Acceleration Technique for the Computation of Voronoi Diagrams Using Graphics
Hardware |34]

» Fast collision detection using the A-buffer |35|
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» Parallel processing of matrix multiplication in a CPU and GPU heterogeneous en-
vironment [36]

» Visualization and GPU-accelerated simulation of medical ultrasound from CT images
[37]

» Accelerated 2D Image Processing on GPUs [3§]

2.3 CUDA - Compute Unified Device Architecture

Hasta el inicio del 2007, si un programador deseaba usar el GPU para hacer algin
calculo tenia que aprender los fundamentos de la computacion grafica, ademés de conocer
las librerias OpenGL o DirectX, esto era algo un poco tedioso para cientificos que no esta-
ban acostumbrado al drea de graficas, pero fue en el inicio del 2007 cuando NVIDIA da a
conocer CUDA, para aquel entonces NVIDIA implementa CUDA en las tarjetas graficas
geforce 8800 GTX.

CUDA es un lenguaje basado en C, un cédigo CUDA se compila para correr en el
GPU, este lenguaje hace desaparecer toda libreria grafica (OpenGL o DirectX) para usar
el poder del GPU, cualquier cientifico familiarizado con C podia programar en el GPU
sin tener conocimiento ninguno en el area de graficas. Inmediatamente empezaron a surgir
aplicaciones, mejoras y optimizaciones usando este lenguaje. En la actualidad la pagina
(http://www.nvidia.com/object/cuda_apps_flash new.html) cuenta con cientos de aplica-
ciones, que van desde Imagenes medicas hasta Finanzas, es decir, empieza un auge por el
uso del GPU para cualquier célculo que se pueda correr en paralelo.

Teoricamente CUDA puede ser un poco intimidante, pero en la practica su aplicacion
es mucho méas simple. Antes de explicar como funciona CUDA se dan las siguientes defini-
ciones, (figura I11.12):

» Kernel (funcion): es una funcion de C, que reside en el GPU y es la que se ejecuta
en forma paralela.

» Thread (hilo): un hilo es quien ejecuta un kernel.

» Block (bloque): es un conjunto de hilos. Es decir, un bloque puede tener hasta 512
hilos, estos hilos pueden estar en un bloque de manera unidimensional, bidimensional
o tridimensional.

= (rid: es un conjunto de bloques, estos bloques pueden estar en forma unidimensional
o bidimensional.

CUDA a su vez tiene diferentes tipos de memorias (figura I11.13) para almacenar la
informacion, estas son:

» Register (registro): es un espacio de memoria para cada hilo, esta memoria reside en
el chip del nicleo.
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Figura I11.12: CUDA: Grid, Bloque e Hilo
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» Shared Memory (memoria compartida): es una memoria que comparten todos los

hilos de un bloque, y también reside en el chip del nicleo.

» Global Memory (memoria global): es la memoria de la tarjeta grafica, a esta memoria

tienen acceso todos los bloques.

s Texture Memory (memoria textura): también reside en la memoria de la tarjeta, a

esta memoria tienen acceso todos los bloques. Se diferencia de la memoria global ya
que se accede de manera diferente y se le aplican algunas operaciones automatica-

mente, como por ejemplo, algunos algoritmos de filtro.

» Constant Memory (memoria constante): es una memoria para almacenar solo vari-

ables en modo lectura, a esta memoria tienen acceso todos los bloques.

Una vez definidos estos términos, se explica ahora el funcionamiento de CUDA, en
primera instancia, las tarjeta de video NVIDIA tienen Multiprocesadores (Streaming Mul-
tiprocessor SMs), cuando una aplicacion corre un kernel (funcion), la ejecucion de este
kernel se realiza a través de un grid, dicho grid se conforma por bloques y cada bloque
tienen los hilos que ejecutaran al kernel. Un bloque se ejecuta en un solo multiprocesador.
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Figura II1.13: Memoria en CUDA

Adicionalmente cada multiprocesador posee 8 procesadores escalares (Scalar Proces-
sor SP), NVIDIA suele usar el nombre CUDA cores para estos procesadores, estos SP
son los encargados de crear, organizar, y ejecutar los hilos en forma paralela. Es decir,
el SM ordena la ejecucion de un hilo a travez de un SP. A esta arquitectura NVIDIA le
da el nombre de SIMT (single-instruction multiple-thread) que es una extension del SIMD.

Un SM puede ejecutar mas de un bloque al mismo tiempo (la arquitectura de hardware
actual permite ejecutar hasta 8 bloques simultaneamente), para mantener cierto orden en
la ejecucion, el SM, crea, maneja y ejecuta los hilos en forma paralela en grupo de 32, a
dicho grupo se le da el nombre de warp. Luego cada SP ejecuta un hilo determinado de
ese grupo.

Cabe mencionar que no existe un orden de ejecucion en los bloques, ni un orden de
ejecucion en los hilos. Es decir, si hay 10 bloques enumerados del 0 al 9, el GPU puede
ejecutar el 9 primero y el 0 de dltimo, a su vez cuando un bloque entra en ejecuciéon en
un SM, y este reparte los hilos a los SP, tampoco hay un orden para su ejecucion, puede
suceder que el ultimo hilo del bloque se ejecute de primero, y el primer hilo del bloque de
ultimo. La tunica diferencia, en el caso de los bloques, es que los hilos pueden sincronizar
su ejecucion, esto se usa cuando los hilos comparten informacion a través de la memoria
compartida (shared memory). Pero no existe comunicacion entre los bloques.
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También cada tarjeta grafica posee algunas limitaciones, es decir, la Geforce 9600 GT
tiene las siguientes caracteristicas:

= Multiprocesadores: 8

» CUDA core o SP: 8*8 = 64

= Total de memoria constante = 65536 bytes

= Total de memoria compartida por bloque: 16384 bytes
= Total de numero de registros por bloque: 8192

= Tamano del warp: 32

= Maximo de hilos por bloque: 512

» Maxima dimensiéon de un bloque: 512x512x64 hilos

= Méxima dimensiona de un grid: 65535x65535x1 bloques

Estos valores pueden variar un poco dependiendo del modelo de la tarjeta grafica,
ahora, estos valores se pueden capturar en la ejecucion de un programa, por consiguiente,
cualquier programa se puede adaptar a cualquier tarjeta de video. El programador seré el
encargado de crear un c6digo que se adapte a estas limitaciones, en caso de violar algunas
de ellas, como por ejemplo, usar mas memoria compartida de lo disponible, el kernel no
se ejecutara y retornara un error.

Se muestra a continuacion un sencillo ejemplo, que consta en multiplicar un escalar
por un vector.

Algoritmo III.1: Cédigo Cuda Multiplicacion vector-escalar

1
2 global  void MultiplicarVector(float =xarr, int N, float esc)
3
{
4 int idx = blockIdx .x;
5 arr[idx] = esc * arr[idx];
o )
7
g int main(void)
0 {
10 N =100;
11 int *a_d;

12
13
14
15 MultiplicarVector <<< N, 1 >>> (a_d, N, 3);
16
17

s )
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En primera instancia se tiene el kernel (MultiplicarVector), para que el GPU reconozca
que esta funcion es un kernel hay dos reglas, la primera es, ser una funcién que no retorne
ningtn valor (void) y segundo debe ser declarada con el argumento _ _ global _ _. A esta
funcion se le pasa el vector que se quiere alterar (arr), la cantidad de elementos del vector
(N) y el escalar que se quiere multiplicar por el vector (esc).

Como segundo punto importante, tenemos la invocacion de la funcion, que se diferencia
un poco del estandar de C, como se ve en la linea 16 se tiene los simbolos <<< >>>,
dentro de estos simbolos, se tienen que especificar la cantidad de bloques que se desea
crear, y la cantidad hilos que contiene cada bloque respectivamente, en este caso se estan
creando 100 bloques de un hilo cada uno.

Lo otro importante a senalar es lo siguiente, como se mencion6é mas arriba, el GPU
puede ejecutar los bloques en cualquier orden, es decir, no es secuencial, por esa razon la
linea de codigo 15, blockldx.x retorna el ID del bloque que se esta ejecutando, este nimero
va del 0 al 99, misma dimension que el arreglo arr.

Como se aprecia en el codigo, el programador es el encargado de proporcionar la can-
tidad de bloques e hilos de cada bloque, siempre y cuando dichos valores esten dentro de
las limitaciones del hardware como se present6 en la parte arriba. Por ejemplo en el caso
de que N = 1000000, ya el codigo tendria que cambiar a lo siguiente:

Algoritmo III.2: C6digo Cuda Multiplicacion vector-escalar

__global  void MultiplicarVector (float xarr, int N, float esc)
{
int idx = blockIdx.x * blockDim.x + threadldx.x;
if (idx<N) a[idx] = escalar x a[idx];
}
int main(void)
{
N =1000000;
int xa_d;
int block size = 256;
int n_blocks = N/block_size + (N % block_size = 0 ? 0:1);
MultiplicarVector <<< n_blocks, block size >>> (a_d, N, 3);
}

En este caso, se fija cuantos hilos tendran cada bloque (linea 15), luego se calcula
cuantos bloques se necesitan para cubrir el tamano de N (linea 16). La otra variaciéon se
encuentra en la linea 4, esa formula permite calcular el indice del arreglo al cual se esta
accediendo en la funcion.
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La decision de cuantos hilos o bloques se necesitan para solucionar un problema de-
pendera de varias variables, en el capitulo 4 se especifica un poco mas este tema, aunque
se puede encontrar informacion detallada y especifica en las referencias [39] [40].

24 CPU vs GPU

En la parte superior, se muestra que el GPU puede tener més niicleos que el CPU, pero
aln con eso, existe la interrogante del por qué el GPU puede acelerar algunos cilculos hasta
100x con respecto al CPU. Para responder esta interrogante se necesitan dos definiciones:

» Flops (figura II1.14): es el acronimo de Floating point Operations Per Second (op-
eraciones de punto flotante por segundo). Y se usa para medir el rendimiento de un
computador, o en este caso de los procesadores, en la actualidad los CPU y GPU se
miden en Gigaflops.

» BandWidth Memory (figura I11.15): es la velocidad con que la informacion se lee o
escribe en la memoria. En la actualidad los CPU y GPU se miden en GigaBytes por
segundo.

En la figura IT1.14, se puede ver claramente como el GPU es muy superior en término
de Flops, mas atn, el dltimo procesador Intel i7 alcanza los 42.56 GigaFlops/seg [41], muy
por debajo de los casi 1000 GigaFlops/seg, de las tarjetas NVIDIA serie GT200.

En el caso del ancho de banda (BandWidth) existe una enorme diferencia entre la
arquitectura Intel, y los procesadores NVIDIA, estas dos razones son la clave importante
del por qué en la actualidad los software estin empezando a optimizar sus programas
usando el GPU.
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(92 = GeForce 9800 GTX G70 = GeForce 7800 GTX NV30 = GeForce FX 5800
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Figura I11.14: GigaFlops del CPU y GPU [}2]
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Figura II1.15: BandWidth/seq del CPU y GPU [42]

3 Interseccién y Colisiones

La deteccion de colisiones se utiliza en una gran variedad de aplicaciones, que in-
cluye video juegos, simulacion fisica (animacién por computadora), robética, ingenieria
de simulacion, etc. Colisionar, basicamente consiste en indicar si dos objetos se estan in-
tersectando. Un objeto es una estructura que puede representarse de varias maneras, por
ejemplo, puede ser una malla geométrica formada por una secuencia de triangulos o podria
ser una expresion algebraica como por ejemplo, una esfera, cilindro, NURBS, etc.

Figura II1.16: Colisiones - Malla deformable [43]

Dependiendo de como sea el objeto a intersectar se pudieran aplicar distintos algo-
ritmos o técnicas de colision. En este trabajo se utilizan mallas geometrias formada por
tridngulos. En las referencias [44] y [45] pueden encontrar otro tipos de estructuras.
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El estudio de las colisiones en mallas poligonales se dividen en dos, la primera se refiere
a la colision de objetos rigidos (rigid bodies), es decir, objetos que no se deforman [46],
muy utilizado en el mundo de los videos juegos, y el segundo se refiere a colision de objetos
suaves o deformables (soft body), esta colision es mas compleja que la primera, ya que el
objeto se puede deformar en el transcurso de una animacion, la técnica que se usa para
simular la tela o ropa (cloth, figura 3.16) [47] es un ejemplo de una superficie deformable
que se estudia con mucho énfasis en la computacion grafica.

Cuando se utilizan objetos rigidos, usualmente no es comin hacer una interseccion
tridngulo a triangulo de cada objeto (a menos que el problema lo requiera), las técnicas
que se emplean consiste en encerrar los objetos a colisionar en mallas poligonales méas
simples y se procede a colisionar dichas mallas, a estas se les conoce como objeto de borde
(Bounding Volume BV). A continuacion se muestran los distintos BV que se utilizan [48]:

» Caja de borde alineada - Azxis-aligned Bounding Boxes (AABB): este BV es
uno de los més simples (figura I11.17), y consiste en encerrar la geometria a colisionar
en una caja, los ejes de esta caja estan alineados a los ejes del objeto en cuestion, y
ademas es la minima caja que contiene a dicho objeto.

Figura II1.17: Caja de borde alineada - AABB

La colision de los AABB es muy rapida, pero no son muy preciso, ya que puede
suceder que dos objetos no colisionen, pero sus AABB si pudieran colisionar, no
obstante esta técnica sigue siendo utilizada en los videos juegos y en la animacion
por computadora.

» Esferas - Spheres: Esta se podria decir que es la méas simple de todas (figura
II1.18), pero a su vez la més imprecisa, consiste en encerrar la malla geométrica en
una esfera, y detectar la colision de los objetos, colisionando las esferas, algo que es
extremadamente rapido.

» Caja Orientada - Oriented Bounding Bozes (OBB): Similar al AABB, con
la diferencia que aqui la caja esta orientada de una manera que el objeto encaje
con mayor precision en su interior y asi mejorar la posibilidad de que exista alguna
colision entre los objetos (figura I11.19).
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Figura II1.19: Caja Orientada - OBB

Este algoritmo, tiene el problema en determinar los ejes méas Optimos para crear
la caja que encierre al objeto. En la referencia [49] se encuentra una técnica muy
optima para encontrar dichos ejes.

= Capsula Convexa - Convexr Hull: Con este método, se encierra el objeto a co-
lisionar en uno o varios poligonos convexos (figura I11.20), aunque esta técnica es
una de las méas lenta, da una mayor precision para determinar la colision de varios
objetos.

En la figura I11.20 a la izquierda se puede apreciar un objeto encerrado en dos
capsulas convexas, y en la derecha el mismo objeto encerreda en 4 cépsulas convexas.

Estos BV algunos mas rapidos que otros en objetos rigidos solo se calcula una sola
vez, ya que los objetos no cambian su forma, es por esa razéon que los objetos deformables
trabajan con otras técnicas, eso no quiere decir que no se puedan aplicar estos BV a obje-
tos deformables como la referencia [51] que aplica AABB a objetos que se deforman, muy
interesante esta técnica, ya que no crea un AABB para todo el objeto, sino que crea un
arreglo de AABB que encierra al objeto deformable.
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Figura II1.20: Cdpsula Conveza, Unreal Development Kit [50]

No obstante, en algunas ocasiones interesa intersectar los dos objetos y conocer los
triangulos de interseccion, sin embargo, colisionar cada triangulo de un objeto contra to-
dos los tridngulos del otro objeto, no seria la manera mas eficiente de hacerlo, es por ello
que se considera la particion del espacio en algunas estructura y asi optimizar el calculo.

Existen muchas estructuras que se pueden utilizar como OBBTree [52], BOXTREE [53],

R-tree [54], Quadtree/Octree [55] y BSP tree [56] [48], este ultimo es uno de los utilizado
en la actualidad.
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Figura I11.21: Binary space-partitioning

Basicamente el BSP (Binary space-partitioning, figura I11.21) es un proceso recursivo
que divide la escena en dos hasta que la particion satisface cierta condicion.
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En término de colision, por ejemplo, intersectando un segmento de recta con un objeto
poligonal, se aplicaria lo siguiente:

= Se crea el BSP del objeto (por ejemplo, se puede tomar como condicion que cada
caja del BSP contenga 100 triangulos)

= Se intersecta el segmento de recta con cada caja del BSP

» Se toma cada caja que el segmento intersecta y se procede a intersectar la recta con
cada tridngulo.

Asi se optimizaria la interseccion de un segmento de recta con un malla poligonal. Un
resumen de las técnicas de colision pueden ser encontrados en las referencias [44] y [45].
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACION

En los proximos dos capitulos se muestran los resultados obtenidos al implementar las
intersecciones usando la geometria conforme, se desea comparar el tiempo de ejecucion
de los algoritmos usando el CPU y el GPU, pero antes de especificar con mas detalle los
resultados, se presentan los siguientes puntos:

» Para realizar cualquier tipo de interseccion no se empleo ningtin BV (Bounding
Volume) o alguna estructura como BSP vistas en el capitulo 3, la idea es ver como
se comportan en tiempo de computo las intersecciones en el modelo conforme usando
el peor de los casos, que es haciendo la verificacion tridangulo a triangulo.

= Los modelos utilizados para este trabajo fueron tomados del repositorio de la Uni-
versidad de Stanford. (http://www.graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/).

1 Algoritmos

En el capitulo 2 se present6 las condiciones para que las intersecciones entre los distin-
tos objetos del modelo conforme se dieran, pero no basta con solo esas condiciones, por
ejemplo, no es de interés intersectar dos rectas infinitas, se quiere intersectar dos segmentos
de rectas, asi mismo en vez de un plano infinito se desea intersectar un tridngulo con los
otros objetos. A continuacion se presentan los algoritmos utilizados para cada interseccion.

1.1 Interseccién Segmento de Recta-Segmento de Recta
Pseudocodigo:

Algoritmo IV.1: Intersecciéon segmento-segmento

Procedimiento InterseccionSegmentoSegmento(R1, R2 )
//Interseccion de los segmentos R1 y R2
Normalizar (R1)
Normalizar (R2)
a = CalculolnterseccionModeloConformeRectaRecta (R1,R2)
Si a es verdadero entonces
rvecsl 1 = R2.puntol — Rl.puntol

rvecsl 2 = R2.punto2 — Rl.puntol
rvecsl 3 = Rl.punto2 — Rl.puntol
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= R1l.puntol — R2.puntol
= R1.punto2 — R2.puntol
= R2.punto2 — R2.puntol

bivector (rvecsl_3 ,rvecsl_1)
bivector (rvecsl_3 ,rvecsl_2)

bivector (rvecs2 3 ,rvecs2 1)
bivector (rvecs2 3 ,rvecs2 2)

//Se verifica los signos de los bivectores
Si signol = signo2 entonces

Imprimir "No hay Intersecciéon de los dos segmentos"
si no entonces

Fin si
Fin si

S

i signo3 = signo4 entonces
Imprimir "No hay Interseccion de los dos segmentos"

si no entonces

F

Imprimir "Si hay interseccién de los dos segmentos"
in si

38 Fin procedimiento

Se empieza normalizando las rectas (en la seccion de implementacion se explica la
razon de esta normalizacion). Luego se hace el calculo de interseccion en el modelo con-
forme usando las formulas y condiciones dadas en seccion (2.3.1), pero en el caso que exista
interseccion se verifica si los dos segmentos se intersectan.

rvecsl_1

pl

rvecsl_2

pl

R2 ®p2

\
Rl A R1

rvecsl_3
- rvecsl_3

pl

rvecsl_2

p2 p2

Figura IV.1: Izquierda: se intersectan los segmentos (signos diferentes), Derecha: No se inter-
sectan (signos iguales)
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Para verificar si los dos segmentos se intersectan, se calcula la orientacion de los bivec-
tores rvecsl 3 Arvecsl 2y rvecsl 3 Arvecsl 1 definidos como se muestra en la figura
IV.1, si tienen orientacion opuesta (signos diferentes) entonces los segmentos se intersectan,
si poseen la misma orientacion (signos iguales) los dos puntos estan del mismo lado, por
lo tanto, los segmentos no se intersectan.

1.2 Interseccién Segmento de Recta-Tridngulo
Pseudocodigo:

Algoritmo IV.2: Interseccién segmento-triangulo

Procedimiento InterseccionSegmentoPlano(R1, P1 )

//Interseccion del segmento Rl con el triangulo (plano) Pl
Normalizar (R1)
Normalizar (P1)

[a,e3er] = CalculolnterseccionModeloConformeRectaPlano (R1,R2)

R2 = Recta(P1l.punto3 ,P1l.puntol)
R3 = Recta(R1.puntol ,R1.punto2)
[outl,ind1] = InterseccionSegmentoSegmento (R2, R3 )

R2 = Recta(P1l.puntol ,P1.punto2)
R3 = Recta(R1.puntol ,R1.punto2)
[out2,ind2] = InterseccionSegmentoSegmento (R2, R3 )

R2 = Recta(P1l.punto3 ,P1l.punto2)
R3 = Recta(R1.puntol ,R1.punto2)
[out3,ind3] = InterseccionSegmentoSegmento (R2, R3 )

// out# variables que determina si los segmentos se intersectan: 1 (
intersecta) 0 (no hay interseccidén o reside en el plano)
// ind# escalar que multiplica al vector e

Si a = 0 entonces
//La recta y el plano son paralelos

Si e3er = 0 entonces //La reta reside en el plano

//Se verifica la interseccion del segmento con los segmentos que
forman al triangulo

Si outl=1 o out2=1 o out3=1 entonces
Imprimir "Si hay interseccion”

si no entonces
Imprimir "No hay interseccion"

Fin si

si no entonces
Imprimir "No hay intersecci6on"
Fin si
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si no entonces
//Se determina si los dos puntos estan de un lado del plano

signol = trivector (Pl.punto2—P1.puntol ,Pl.punto3—P1.puntol ,R1.puntol—
P1.puntol)

signo2 = trivector (Pl.punto2—P1.puntol ,P1.punto3—P1.puntol ,R1.punto2—
P1l.puntol)

Si signol = signo2 entonces
Imprimir "No hay interseccion"
Salir del Procedimiento

Fin si

// La recta atraviesa el plano

salida = 0

Si ind1>0 y ind2 >0 y ind3<0 entonces
salida =1

Fin si

Si ind1<0 y ind2 <0 y ind3>0 entonces
salida=1;
Fin si

Si salida = 0 entonces

Imprimir "No hay interseccion"
si no entonces

Imprimir "Si hay intersecci6on"
Fin si

Fin si
Fin procedimiento

Para intersectar una recta con un plano hay que considerar lo siguiente, si la recta es
paralela al plano hay dos posibilidades, o la recta vive en el plano o reside fuera de él. El
escalar e3e = (—wsf3 + wyfe + w1 ) determina si la recta esta o no en el plano. Pero se
quiere intersectar un segmento con un triangulo, por lo tanto, si la recta vive en el plano,
se toma el segmento de recta y se intersecta con los segmentos de rectas que forman al
tridngulo.

Por otro lado, si la recta intersecta al plano, no necesariamente intersecta al triAngulo
(figura IV.2), para determinar si la recta intersecta al triangulo, se verifica un escalar que
se toma de la interseccion de la recta con las tres rectas del tridngulo, este escalar es
(1B + afy + asfs + aufa + asf3 + agf1) que se toma de la ecuacion (A.2.1), el signo
de este escalar ayuda a determinar si la recta intersecta o no al tridngulo, como se ve en
el algoritmo en las lineas 65 y 69.
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Figura IV.2: Superior-Izquierda: e3e = 0 la recta es paralela pero no reside en el plano, Superior-
Derecha: e3e # 0 la recta es paralela pero vive en el plano. Inferior-Izquierda: la recta no intersecta
al tridngulo, Inferior-Derecha: La recta intersecta al triangulo

1.3 Interseccién Segmento de Recta-Esfera

Pseudocodigo:

Algoritmo IV.3: Intersecciéon segmento-esfera

Procedimiento InterseccionSegmentoEsfera(El, Rl )
//Interseccion del segmento R1 con la esfera El

//Se coloca el origen en el centro de la esfera
CambioCoordenadasEsfera (E1)

//Se reescriben los puntos de la recta en el nuevo sistema
CambioCoordenadasRecta(R1)

//Se verifica si uno de los puntos esta en el interior de la esfera
b = VerificarPuntosInteriorEsfera (R1)

Si b = verdadero entonces
Imprimir "EL segmento de recta intersecta la esfera"
Salir procedimiento

Fin si

Normalizar (R1)

a = CalculoInterseccionModeloConformeRectaEsfera (R1,E1)
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Si a <= 0 entonces
Si a = 0 entonces
Imprimir "El segmento de recta es tangente a la esfera'
si no entonces
Imprimir "El segmento de recta no intersecta la esfera"
Fin si

si no entonces

vecOP1 = —R1.puntol
vecOP2 = —R1.punto2

vecP1P2 = Rl1.punto2 — Rl.puntol
vecP2P1 = R1.puntol — Rl.punto2

cosl = CosenodelAngulo (vecOP1,vecP1P2)
cos2 = CosenodelAngulo (vecOP2,vecP2P1)

Si ambos &ngulos son agudos el segmento intersecta la esfera, si
uno es obtuso los dos puntos del segmento estan afuera de la
esfera

Si cosl < 0 y cos2 < 0 entonces
Imprimir "El segmento de recta no intersecta la esfera"

si no entonces
Imprimir "El segmento de recta intersecta la esfera"

Fin si

Fin si

Fin procedimiento

En primera instancia para simplificar los calculos se traslada el origen al centro de la
esfera, luego se verifica si algiin punto del segmento de recta se encuentra en el interior de
la esfera, de ser afirmativo, implica que hay interseccion, si los dos puntos se encuentran
en el interior entonces no hay interseccion.

<90 <5

Figura IV.3: Izquierdo: uno de los angulos entre los vectores es >90. Derecha: ambos angulos
son agudos

Sin embargo, puede ocurrir que exista interseccion de la recta con la esfera, pero los
puntos del segmento de recta se encuentren en la parte externa de la misma. Para deter-
minar este caso, se toman los angulos de los vectores senalados en la figura I'V.3, si uno de
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los angulos es obtuso entonces el segmento de recta se encuentra en el exterior de la esfera,
y en caso de que ambos angulos sean agudos, entonces el segmento de recta atraviesa la
esfera.

1.4 Interseccién Triangulo-Tridngulo
Pseudocodigo:

Algoritmo I'V.4: Interseccién triangulo-triangulo

Procedimiento InterseccionSegmentoPlano(P1, P2 )
//Intersecciéon del triangulo Pl con el triangulo P2

//Se verifica si los puntos de uno de los planos estan de un solo lado
r = VerificaLadoPuntos (P1)

Si r es verdadero entonces
Imprimir "No hay Intersecciéon"
Salir Procedimiento

Fin si

Normalizar (P1)
Normalizar (P2)

rl = Recta(P2.puntol ,P2.punto2)
r2 = Recta(P2.puntol ,P2.punto3)
r3 = Recta(P2.punto2,P2.punto3)

// out# = 0 no hay interseccion, 1 si hay interseccion

outl = InterseccionSegmentoPlano(rl, P1 )
out2 = InterseccionSegmentoPlano(r2, P1 )
out3 = InterseccionSegmentoPlano(r3, P1 )
Si outl =1 o out2 =1 o outd = 1 entonces

Imprimir "Si hay interseccion"
Salir Procedimiento
Fin si

rl Recta (P1l.puntol ,P1l.punto2)
r2 = Recta(P1.puntol ,P1.punto3)
r3 = Recta(P1l.punto2 ,P1.punto3)

// out# = 0 no hay interseccién, 1 si hay interseccion

outl = InterseccionSegmentoPlano(rl, P2 )
out2 = InterseccionSegmentoPlano(r2, P2 )
out3 = InterseccionSegmentoPlano(r3, P2 )
Si outl =1 o out2 =1 o out3 = 1 entonces

Imprimir "Si hay interseccion”
si no entonces

Imprimir "No hay interseccién”
Fin si
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Fin procedimiento

En el caso de la interseccion de dos tridngulos no se utiliza la formula para intersectar
dos planos en el modelo conforme, la razon se debe a que sin importar el resultado de la in-
terseccion en el modelo conforme habia que aplicar la técnica que se explica a continuacion,
esta técnica ya determinaba la existencia o no de una interseccion. El algoritmo consiste
en tomar cada segmento que forma un tridngulo e intersectarlo con el otro triangulo.

Pl

Pl

P2 P2 4

(a) (b)

® ®
Figura IV.4: Interseccion Tridngulo-Tridngulo

Si algiin segmento intersecta al triAngulo, entonces implica que los dos tridangulos se
intersectan, sin embargo, existe la posibilidad que en uno de los triangulos sus segmentos
no intersecten al plano, y aun asi exista interseccion (Figura IV.4 (b)). Por esa razon,
se toman los segmentos de ambos tridngulos y se intersectan con cada triangulo. Esta
interseccion se realiza con el algoritmo 4.3.

1.5 Interseccién Triangulo-Esfera
Pseudocodigo:

Algoritmo IV.5: Interseccion tridngulo-tridangulo

Procedimiento InterseccionTrianguloEsfera(P1, El1 )

//Interseccién del tridngulo Pl con la esfera El
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//Se coloca el origen en el centro de la esfera
CambioCoordenadasEsfera (E1)

//Se reescriben los puntos de la recta en el nuevo sistema
CambioCoordenadasPlano (P1)

//Se verifica si algin punto se encuentra en el interior de la esfera,
solamente no va ver intersecciéon cuando los 3 puntos estén en el
interior de la esfera.

r = VerificaPuntosDentroEsfera (P1)

Si r es verdadero entonces
Imprimir "Si hay Intersecciéon”
Salir Procedimiento

Fin si

Normalizar (P1)
r = CalculoInterseccionModeloConformePlanoEsfera (P1,E1)

Si r < 0 entonces
Imprimir "No hay intersecciéon”
si no entonces

// Se verifica si una de las rectas del plano intersecta la esfera
rl = Recta(Pl.punto2,Pl.puntol)
r2 = Recta(Pl.punto3 ,P1l.punto2)
r3 = Recta(Pl.puntol ,P1.punto3)

resl = InterseccionSegmentoEsfera(El,rl1); // 0 = no intersecta, 1 =
intersecta

res2 = InterseccionSegmentoEsfera(El,r2);

res3 = InterseccionSegmentoEsfera(E1,r3);

Si resl =1 o res2 =1 o res3 = 1 entonces
Imprimir "Si hay intersecciéon™
si no entonces

//Se calcula el punto del plano cuya distancia sea mas corta al
centro de la esfera.

[d, q] = CalculoPuntoMasCorto(E1,P1) // d = distancia, ¢ punto en
plano

Si d <= r entonces

v12 = Pl.punto2 — Pl.puntol
v10 = q — Pl.puntol

v23 = Pl.puntod — Pl.punto2
v20 = q — Pl.punto2

v3l = Pl.puntol — Pl.punto3
v30 = q — Pl.punto3
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signol = bivector (v12,v10)
signo2 = bivector (v23,v20)
signod = bivector(v31l,v30)

//Se que los signos sean iguales, si son iguales implica que el
punto q se encuentra dentro del tridngulo

Si signol = signo2 y signo2 = signo3 entonces
Imprimir "Si hay intersecciéon”

si no entonces
Imprmir "No hay interseccion”

Fin si

si no entonces
Imprimir "No hay interseccién”
Fin si
Fin si

Fin si

Fin procedimiento

Este algoritmo requiere mayor cantidad de pasos, en primera instancia se verifica si
uno o dos puntos del tridngulo se encuentra en el interior de la esfera, de ser afirmativo,
implica que hay interseccion, no obstante, si los tres puntos se encuentran en el interior
no hay intersecciéon, en caso de que no se cumpla ninguna de estas condiciones entonces
los tres puntos del triAngulo estan fuera de la esfera.

P1 ®

E1 E1l

(a) (b)

Figura IV.5: Casos posibles en interseccion Tridngulo-Esfera

Por lo tanto, se procede a calcular la interseccién en el modelo conforme, si el plano
intersecta a la esfera, entonces se realizan los siguientes pasos para determinar si el trian-
gulo intersecta a la esfera.

El primer paso consiste en verificar si uno de los segmentos del triangulo intersecta
a la esfera, en caso de ser afirmativo la colision existe (figura IV.5, (a) ), el caso maés
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complicado es cuando ningin segmento intersecta la esfera y ain asi ocurre interseccion

(figura IV.5, (b) ).

Figura IV.6: Interseccion Triangulo-Esfera

Para solucionar el problema, se calcula el punto q (figura IV.6) cuya distancia sea
minima con respecto al centro, para verificar que este punto se encuentra en el interior del
triAngulo se aplica la técnica que se describe en el capitulo 1 seccion 1.5.1 . Si el punto
se encuentra en el interior entonces el triAngulo intersecta la esfera, en caso contrario el
triangulo no lo intersecta.

1.6 Interseccion Esfera-Esfera

Algoritmo IV.6: Interseccién esfera-esfera

Procedimiento InterseccionEsferaEsfera(El, E2 )
//Interseccion de la esfera El con la esfera E2

//Se coloca el origen en el centro de la esfera
CambioCoordenadasEsfera (E1)
CambioCoordenadasEsfera (E2)

r = CalculolInterseccionModeloConformeEsferaEsfera (E1,E2)

Si r >= 0 entonces

Imprimir "Si hay intersecciéon”
si no entonces

Imprimir "No hay interseccion”
Fin si

Fin procedimiento
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Este algoritmo es mas sencillo ya que solo es suficiente capturar el resultado de inter-
seccion en el modelo conforme.

2 Implementacién
La implementacion se realizé en dos fases.

= Fase 1: En esta fase se usé el programa Matlab para implementar los algoritmos, la
eleccion de este programa se debe a la simplicidad para escribir algoritmos matemati-
COS.

subadeih Maya 2000 Serrice Pock Lo 4 Univmst et £ Decumenton Matsab Tei 58 beitrectas mbs L-[=]x}
Mo 03t Fodfy Cresin Cugley Window Asmeis Seect Mesh EdiMesh Prowy Homsh Color Cresinlie EdiUN Hep

T @MY% R|:+L2@E 02 OR(GOOCO | ae%|EES %) -8 BEE
WYL O e T i T TR =T e

Mk 3 icion e bt

[

H F e T | a W 1 o 1 L I

| S S R T e e e o e | D
e = 1 I 0 [sm vkl | b |
o I
1 Select Toxk mlect am chimct

Figura IV.7: Autodesk Maya

También se uso el programa Autodesk Maya (programa de animacion /modelado
3D), que fue de vital ayuda para probar los algoritmos para caso no triviales, por
ejemplo, para probar si dos rectas se intersectaban, era complicado probar casos no
triviales ya que habia que realizar el cdlculo manual, Maya evitaba este calculo, ya
que cuenta con manipuladores para moverse facilmente en 3D.

Asimismo, se creo en Maya un cédigo utilizando su lenguaje de programacion MEL,
que permite transferir la informacion desde Maya hasta Matlab. El uso de estos dos
programas, hizo que la fase de prueba fuera precisa y rapida.

= Fase 2: Una vez que los algoritmos funcionaban en la fase 1, y se habian realizado
las pruebas para casos no triviales, se procede a implementar los algoritmos en CPU
y CUDA. En esta fase se utiliza lo siguiente:

e Para implementar los algoritmos se utilizé Microsoft Visual C+-+ 2008.
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Para la interfaz se empleo los controladores de NVIDIA (NVIDIA Widgets)
(http://code.google.com/p /nvidia-widgets/).

Para cargar las mallas poligonales se uso la libreria Trimesh [57].
e CPU: se utilizo un CPU 3.0Ghz Intel.
e GPU: se us6 una NVIDIA 9600GT con 64 nticleos.

Esta fase fluyo con rapidez, ya que los algoritmos habian sido probados en la fase
1, y en el caso de un resultado no esperado o errado, era sencillo detectar el error,
ya que se corrian los algoritmos en Matlab y se comparaban los resultados con los
obtenidos en C++.

2.1 Programa

El programa usa la libreria Opengl para el despliegue 3D, este consta de un ment
(presionar el boton izquierdo del mouse) que presenta las opciones que tiene el pro-
grama.

Cvkoop
B testrar Info

Rotacion

Mesh - Rectas (z)
Mesh - Plano [x)
Mesh - Esferas (¢
Mesh - Mesh [v]
Esferas - Plano (b)
Esferas - Rectas [n])
Esferas - Esferas (m)
Reflexion (I}
Reflexion

Insertar Mesh
Insertar Esferas

Figura IV.8: Interfaz del Programa

Las teclas para realizar las operaciones de interseccién, se muestran en el mend entre
los () de cada opcion. También se tienen las siguientes acciones:
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e Tecla 1,2,...9: permite seleccionar la malla (mesh) que se alla introducido, los
numeros corresponden al orden en que estas fueron insertadas.

e Tecla f: Permite aislar las caras que presentan alguna interseccion.

e Tecla d: Elimina la malla seleccionada.

2.2 Configuracion CUDA

Como se explica en el capitulo 3, es trabajo del programador proporcionar la canti-
dad de hilos y bloques que usa el codigo de CUDA para su ejecucion, la interrogante
serfa ;Como definir la cantidad de hilos para cada bloque?, dentro de las especifi-
caciones de CUDA se encuentra que un bloque soporta un maximo de 512 hilos, no
obstante, hay ciertas limitaciones.

Un multiprocesador o GPU core, puede almacenar 8192 registros, cuando se compila
el programa este muestra que cada funcion de interseccion necesita 32 registros. Por
ejemplo, si se quiere intersectar una malla con una recta, la funciéon de interseccion
necesita 32 registros (por hilo), por lo tanto, se si divide 8192/32 = 256 hilos por
bloque. En conclusion, para ejecutar cualquier tipo de interseccion se usan 256 hilos
por bloque.

En este programa un hilo equivale a un tridAngulo de la malla y un kernel es la funcion
de interseccion, como se tiene un maximo de 65536 bloques, se pueden procesar ma-
llas de 16.000.000 millones de tridngulos, cabe mencionar que no se esta trabajando
con mallas de esta magnitud.

Para los célculos de las transformaciones béasicas (traslacion, rotacion y escalado)
por ser operaciones mas simples, la cantidad de registro utilizado es de 14 por hilo.
Esto permite usar la maxima capacidad de los bloques, no obstante, se usaron 500
hilos por bloque, siguiendo la recomendaciéon de la documentacion de NVIDIA que
senala de no llevar al limite el maximo de hilos permitidos.

2.3 Detalles de implementacién

En el desarrollo del programa hubo algunos problemas que serdn descritos breve-
mente a continuacion:

e Normalizar las rectas y planos: en la fase 1 se detecté un problema de pre-
cision, por ejemplo, supongamos que dos rectas se intersectan, si se toman los
4 puntos originales (2 por cada recta), el algoritmo no presentaba una buena
precision (en algunos casos) para igualar eer = 0, las pruebas revelaron que la
razom era la distancia de los puntos, si se tomaba el punto de una de las rectas
y se alejaba del otro punto una distancia considerable, la precision disminuia.



73

Para hacer que el resultado numérico fuera preciso y no cambiara a medida que
uno de los puntos se moviera, se optdé por normalizar la recta.

gl

Normalizar ~ ’

pl

Figura IV.9: Normalizar puntos de la recta

Este proceso consiste en mover uno de los puntos de la recta tal que la longitud
del segmento fuera igual a 1 (figura IV.9), con este arreglo, se tiene un valor
numeérico preciso y util para validar los resultados.

e Esferas: Un problema similar sucede con las esferas, en el caso de interseccion
esfera-recta y esfera-plano, la solucion fue centrar el origen en la esfera, pero en
el caso de esfera-esfera, se tenia otro problema.

Para intersectar dos esferas se toma el signo de B2, tal como se expresa en el
capitulo 2, seccion 2.3.3, formula (2.1), en la fase 1 no se presentd problemas
con esta formula, todos los resultados eran lo esperado, el problema se presenta
en la fase 2. Sea el siguiente ejemplo, dos esferas con la siguiente configuracion:

o Esfera 1: centro = [0 0 0], radio = 8
o Esfera 2: centro = [558,93 206,351 38,258], radio = 8

Calculando la interseccion se tiene que B? = —8,7272¢ + 021, como se puede
apreciar el signo es negativo, pero la expresion numérica es extremadamente
grande. Esto ocasiona problemas en la fase 2, en este caso el inconveniente no
era de precision sino de arquitectura del hardware. El programa fue creado en
32Bits, la razon de ello se debe a que la tarjeta grafica utilizada la NVIDIA
9600GT es de 32 Bits. CUDA implementa los 64 bits a partir de la tarjeta de
video geforce GT220.

Una variable del tipo double de 32 Bits, puede llegar hasta un valor méximo
de —2,147,483,648..,2,147,483,647, como se aprecia, es muy inferior al nimero
obtenido en matlab, esto daba inconsistencia en los resultado de la fase 2, cuan-
do las esferas estan muy alejadas unas de otras.
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Por los momentos debido a las limitaciones del hardware esta falla no fue sol-
ventada, pero se aclara que el algoritmo funciona, ya que en la fase 1 no presenta
ningin inconveniente.

Tiempo de ejecucion

En primera instancia todos los algoritmos mencionados arriba toman un tiempo
constante C' para ejecutarse, ya que los algoritmos son instrucciones que se ejecutan
sin ninguna iteracion.

Como se menciona en el inicio del capitulo, se esta trabajando en el peor de los
casos, por ejemplo, en el caso de intersectar una recta con una malla geométrica de
n tridngulos se procede a aplicar el algoritmo de interseccion a cada triangulo de la
malla. Por lo tanto los tiempos de ejecucion son los siguientes:

Interseccion Recta-Malla (n tridngulos): el algoritmo es de orden O(n).
Interseccion Plano-Malla (n tridngulos): el algoritmo es de orden O(n).
Interseccion Esfera-Malla (n tridngulos): el algoritmo es de orden O(n).

Interseccion Malla (n tridngulos)-Malla (m tridngulo): el algoritmo es de orden
O(nm).

Interseccion Recta- k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k).
Interseccion Plano- k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k).

Interseccion k cantidad de esferas: el algoritmo es de orden O(k?).

Estos tiempos son para la ejecuciéon a través del CPU, en el caso del GPU, como
se corre en paralelo es cuestion de dividir entre el numero de GPU cores o ntcleos,
es decir, si el algoritmo corre en orden O(n), corriendo en paralelo seria de orden
O(n/c) donde c son los cores o niicleos que ejecutan los algoritmos.
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CAPITULO V

RESULTADOS

En un articulo de Daniel Fontijne y Leo Dorst 1], muestran el uso de distintas &l-
gebras y geometrias en la computacion grafica, ellos aplican el estudio enfocandose en el
Ray Tracing, donde efectivamente muestran que la Geometria Conforme 5D en tiempo de
computo no es el més eficiente.

Consciente de esto, se quiere ver como el uso del GPU minimiza el tiempo de computo,
en este caso como se vio en el capitulo 4, el estudio se enfoca al area de intersecciéon o
colision de distintos elementos.

1 Interseccion de primitivas con una malla poligonal

En las graficas que se muestran a continuaciéon se colisiona una malla poligonal con
tres primitivas, segmento de recta, tridngulo y esfera. El tiempo se mide en milisegundos
y el valor en verde que se muestra en las graficas representa los tridngulos intersectados.

Para este estudio se uso la malla poligonal Bunny en diferentes resoluciones 1K, 4K,
16K, 69K, 200K, 1000K y 4000K, donde 1K = 1000 tridAngulos. En el apéndice B se

muestran capturas de pantallas de las intersecciones.

Interseccién Malla (Bunny) - Segmento Recta

100000
a
4 “"‘,a-"".
10000
""-"‘:1,.-—----a-—-.-—
1000 o+
"fr‘_4-*""""-"""-“"-" ""“"I"-"“.-"—-r-ll
a

4

10 <

Milsegundos
=
o
=]

0.1
1K 4K 16K 69K 200K 1000K 4000K

—4—CPU 9,75466 30,7536 116,861 494 168 1978,21 7369,14 300344
== GPU 0,5089 1,14507 3,04 11,2 42,76 170,358 715,872

Figura V.1: Interseccion Segmento - Malla Bunny
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1000

Intersecciéon Malla (Bunny) - Tridngulo

»
Q
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H
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H]
553
10 — 273
120
1 — &
31
01
1K aK 16K 69K 200K 1000K 4000K
—4—CPU 6,76986 18,6294 67,0934 267,686 296,833 3905 84 15335,2
—&-GPU 0,757 1,78231 451761 29,7871 64,7463 228,255 812,088

1.1 Colisiéon de dos mallas poligonales

Figura V.2: Interseccion Tridngulo - Malla Bunny
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Aqui se muestran los tiempos de colisionar una malla poligonal 1K triangulos (Bunny),
con diferentes resoluciones de otra malla poligonal (Armadillo).

Bunny - Armadillo | Bunny | Armadillo
1K - 5K 187 491
1K - 20K 185 996
1K - 100K 194 2215
1K - 345K 195 3968
1K - 1000K 107 5498
1K - 5000K 191 15063

La tabla muestra los tridngulos intersectados por cada malla.

1.2 Colisiéon de Esferas con primitivas

En esta etapa se colisiona un conjunto de esferas (500, 1K, 2.5K, 5K y 10K) con las
diferentes primitivas, para hacer esto, se generan esferas aleatorias en un volumen cuya

medidas se expresa a continuacion:



Interseccién Malla (Bunny) - Esfera

3085
100000
1457
10000 859
42/
1000
196
8
2 96
& 100
&
E 5 7/'/
m /
1 /
01
1K 4K 16K 69K 200K 1000k 4000K
—4—CPU 19,842 66,7331 267,359 1116,91 44979 179995 71612,8
== GPU 0,322304 0,634336 1,56637 6,34816 24,8128 96,2183 379,511

Figura V.3:

Interseccion FEsfera - Malla Bunny

Esferas | Volumen
500 20x20x20
1K 20x20x20
2.5K 40x40x40
5K 80x80x80
10K 80x80x80

7

No obstante, por el problema descrito en el capitulo 4, que senala que si dos esferas
estan muy alejadas usando la plataforma de 32Bits, se podria tener un error en la validacién
de la interseccion, solo para la interseccion esferas con esferas los volimenes para 5K y 10K
esferas se cambio para 40x40x40, con este volumen el algoritmo funciona correctamente.
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Interseccion Malla Bunny - Malla Armadillo

100000000

10000000 /
1000000

100000 //
osco /
1000 /

100

Milsegundos

10

1K-5K 1K- 20K 1K- 100K 1K- 345K 1K-1000K 1K-5000K
=—CPU 25252,2 95604,6 376740 1325950 5262730 208565900
== GPU 166,244 506,701 1761,17 5879,54 19880,5 B11486,7

Figura V.4: Interseccion Malla Bunny - Malla Armadillo

1.3 Analisis

En primera instancia se deja en claro que las graficas estan en escala logaritmica. Las
tres primeras graficas (V.1,V.2 y V.3) muestran la interseccion de una malla poligonal
con las tres primitivas basicas: segmento de recta, tridngulo y esferas. Como era de espe-
rar el GPU reduce el tiempo de computo de manera muy radical, més atin, aunque cada
colision presenta tiempos diferentes se puede apreciar una misma tendencia en las gréficas.

Por ejemplo, tomando el tltimo valor de la interseccion Malla (Bunny) con el segmento
de recta:

Tridngulos | Milisegundos | Segundos
CPU 4000K 30034,4 30,034
GPU 4000K 715,872 0,715

Se tiene que el GPU va 41X mas rapido que el CPU, se puede apreciar que para 4000K
el GPU ni siquiera alcanza el segundo de ejecucion. Més atn, en las tres graficas, cuando
se intersectan las primitivas con la malla poligonal 4000K, ninguna supera el segundo de
ejecucion en el GPU, esto permite la posibilidad de hacer una ejecucién del programa en
tiempo real usando el GPU.

Los resultados de estas tres primeras graficas, también muestran que la interseccion
malla (bunny) con un tridngulo es mas rapido que la interseccién de la misma malla con el
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Interseccion Esferas - Segmento Recta

a
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0,1
500 1K 2K 5K 10K
—t—CPU 548519 787153 13,4405 24,8006 41,9597
eGP U 0,166848 0682816 0,729248 1,5775 198816
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Figura V.5: Interseccion Esferas - Segmento Recta

segmento de recta y la esfera, esto en parte no se debe a que la formula de intersecciéon sea
mas simple. Si se observa el Algoritmo 4.4 (linea 7), se tiene un pequeno filtro, es decir, si
3 puntos de un tridngulo se encuentran de un lado del plano que forma el otro tridngulo, el
algoritmo termina su ejecucion y no realiza los calculos en el modelo conforme, ya que no
existe la posibilidad de interseccion, reduciendo el tiempo de ejecucion considerablemente.

Luego se tiene la grafica V.4, aqui se tiene un ejemplo muy claro del poder del
GPU cuando se trabaja con una informaciéon de gran tamano, se puede apreciar que
la interseccion de una malla poligonal de 4000K con otra malla de 1K, lo que genera
4.000.000.000 millones de iteraciones. Usando el CPU se genera un tiempo de computo bi-
en alto (20856900 milisegundos = 20856,9 segundos = 347 minutos), si se compara con los
81 segundos que tarda en el GPU. Con esta gréafica realmente se puede ver la importancia
actual del porque empresas disenadoras de programas y cientificos estan usando el GPU
como una alternativa muy atractiva para realizar calculos numéricos.

Las tltimas tres graficas V.5, V.6 y V.7 muestran la interseccion de un grupo de esferas
con las tres primitivas bésicas, al igual que las gréificas anteriores se aprecia una diferen-
cia considerable en los tiempos de computo entre CPU y el GPU, cuando se trabaja con
una cantidad grandes de esferas (10K), inclusive en el caso de intersectar esferas con un
segmento de recta o un triangulo, facilmente el programa pudiera ejecutarse en tiempo real.
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Interseccion Esferas - Triangulo

1000
22
100
31
27
5 18
-
=
B 10
&
g
l / = e
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Figura V.6: Interseccion Esferas - Tridngulo
Interseccion Esferas - Esferas
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Interseccion Esferas - Esferas
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2 Geometria Euclidea 3D vs Geometria Conforme 5D

Como un estudio extra, se compara a continuaciéon la interseccion de una malla con
un segmento de recta y un tridngulo, usando la Geometria Euclidea 3D, es claro, por el
estudio hecho por Fontijne [1]|, que el modelo conforme es méas lento, no obstante se quiere
ver que tanto es la diferencia cuando se trabaja con intersecciones.

Para este estudio se uso solamente el CPU, y para los algoritmos en 3D se utilizaron
los dos algoritmos més conocidos en términos de interseccion, como son A Fast Triangle-
Triangle Intersection Test de Tomas Moller [58] y Fast, Minimum Storage Ray-
Triangle Intersection también de Tomas Moller y Ben Trumbore [59].

Intersecciéon Malla (Bunny) - Segmento Recta
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4
10 >
4
4
1

1K 4K 16K B9K 200K 1000K 4000K
e CPU 5D B,06057 28 8E64 112928 472217 18E8B.6 711923 2809325
== CPU 3D 402768 10,1654 34,3175 140,703 565,457 223931 8982,04

Figura V.8: Interseccion Malla Bunny - Segmento Recta

Se aprecia en las graficas V.8 y V.9, que el algoritmo en 3D es més eficiente que el
algoritmo en el modelo conforme en 5D, se pudiera decir que es 2X o 4X més rapido que
el modelo conforme. No obstante, hay que mencionar que el modelo conforme es algo que
se esta empezando a usar en el mundo de la computacion grafica de manera reciente, con
esto se quiere decir, que futuros trabajos pudieran optimizar los célculos para que estos
algoritmos sean mas eficiente.
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Figura V.9: Interseccion Malla Bunny - Tridngulo
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CAPITULO VI

CONCLUSION

Este trabajo present6 dos resultados importantes, el primero es referente a las formulas
de interseccion que se obtuvieron usando el modelo conforme, con estas férmulas se pu-
do escribir un algoritmo para intersectar las primitivas basicas usadas en la computacion
graficas. Se pudo apreciar como este modelo conforme simplifica la notacién, como por
ejemplo, el hecho que para intersectar las primitivas en este espacio se usa practicamente
una sola féormula, como se describe en el capitulo 2. No obstante, por lo descrito en el
apéndice A, se puede apreciar que realizar los calculos en este espacio puede ser una tarea
ardua.

El segundo punto importante, son los resultados obtenidos con estas intersecciones,
donde se pudo comparar los tiempos de computo entre el CPU y el GPU. Con esos re-
sultados se pudo ver como el GPU mejora considerablemente el tiempo de respuesta del
algoritmo. Las pruebas indicaron que el GPU incrementaba la rapidez considerablemente
hasta 41X en el caso de la interseccion de una malla de tridngulo con una recta.

Esto no significa que el uso de este espacio sea eficiente en término de computo. Al
final del capitulo 5 se aprecia como este modelo es méas lento que los algoritmos que us-
an el espacio euclideo, no obstante, cabe mencionar que dicho espacio se esta aplicando
de manera reciente en la computacion grafica. Este espacio por el hecho de estar en 5D,
contiene mucha informaciéon para ser explorada. Como por ejemplo, cada interseccion da
como resultado un multivector, seria interesante indagar en trabajos futuros que represen-
tan esos valores en dicho multivector.

Cabe destacar que el tiempo de computo puede ser reducido considerablemente en el
modelo conforme, si se emplean algunas estructura de datos que simplifique el proceso
de interseccion, como por ejemplo, Octree, BSP, entre otros, los algoritmos reducirian el
tiempo de computo considerablemente, ya que no se estaria intersectando con cada tridn-
gulo de la malla poligonal.

También para trabajos futuros se puede considerar encontrar las formulas para encon-
trar los puntos, planos, rectas y circulos de cada interseccion que no fueron tratados en
este trabajo.

Como nota final este trabajo de grado present6 en un articulo [60], un resumen para la
conferencia V Ibero-American Symposium in Computer Graphics, STACG2011 a realizarse
en Algarve, Portugal. Dicho articulo fue aprobado para ser presentado en la conferencia.
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En este apéndice se presentan los calculos desarrollados para resolver los problemas de

los objetivos planteados en la tesis.

1 Primitivas

En esta parte, se resuelve las ecuaciones de cada primitiva, hasta poner la ecuacion en

término de la base del espacio conforme. Para ello se considera la siguiente regla:

P =2z, +xin—n

(A1)

Para desarrollar los calculos se emplea hasta un maximo de 4 puntos x;, los cuales se

definen:
T1 = aie; + agses + aszes
To = b1€1 + b2€2 + b3€3
T3 = C1e1 + Caea + C3€3
Ty = d161 + d2€2 + d3€3
1.1 Recta

Se tiene que una recta es igual:

L= P1 AN P2 AN
Se calcula primero Py A Ps,
P APy, = 2z + 23n —7) A (202 + 230 —0) An

Py A Py = 4(zy A wg) + 225 (z1 An) — 2(21 AR) + 225 (n A 3g) + z325(n A n)
—zi(nAn) — 2R Axg) —a5( An)+ (R An)

Simplificando n An =n An = 0 se tiene:

Py APy =4(zy Axo) + 203 (zy An) — 2(2) AR) + 222 (n A zg) — 22 (n A R)
—2(R A xy) — 25(R An)

(A4)
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Se calcula L = Py A P, An,

L =4(x; Azg An) +225(x1 AnAn) —2(zy AR AR) + 227 (n Az An)

A6
—2i(nAnAn) -2 Azy An) —x2(R AnAN) (4.6)

Los factores donde se repite n se anulan,

L

d(xy Nag An) =2y A An)+2(x2 AR An)
Ay ANxg An)+2(xy AnAn)—2(xe AnAn) (A.7)
d(xy NxaAn) —2(xe —z1) AN AR

Ahora se procede a expresar (A.7) en términos de la base del espacio conforme. Dicho
célculo se hace por segmentos empezando con (1 A g An),

I A\ To = ((Ilbg — a2b1)61 A €2 + (agbg — a3b2)€2 A €3 + ((lgbl — a1b3)63 A\ €1 (A8)

T A i) An= (ale - a2b1)61 VAN €9 An—+ (a2b3 — a3b2>€2 VAN €3 An—+ (a3b1 — albg)eg VAN €1 An

Ahora se expresa (x; An An),

r1 AnAn=(are; + ases + agzes) AnAn

- - i (A.9)
=mer AnAn+ae; AnAn-+ases AnAn
Ahora se expresa (x2 An An),
l’g/\ﬂ/\ﬁz(b1€1+b262+b3€3)/\n/\ﬁ (A 10)
:6161An/\ﬁ+b2€1/\n/\ﬁ+b363/\nAﬁ '
Tomando la resta de (A.7), 2(x; AnAn) —2(xa AnAn),
2(x1 AnAn)—2(xa AnAn)=2[(a; —b)es Amn AR+ (ag —b2)ea An AR (A1)
+(G3—b3)€3/\n/\ﬁ] '
Por lo tanto L,
L :4[(0,1[)2 — agbl)el VAN €9 An—+ (a2b3 - (I3b2)€2 VAN €3 An—+ (a3b1 - a1b3)63 N €1 An A 12)

+2[(CL1—bl)elAn/\T_l+(CL2—b2)€2/\n/\ﬁ+(a3—b3)€3/\n/\7_l]

Ahoran=e+eéy n=e—é¢, por lo tanto (A.12),



L= 4[((1162 — a2b1)€1€2€ + (Glbg — a2b1)€1€2é+
(a2b3 — agbg)egege -+ (CLng — (l3b2)62€3é+
(a361 — a1b3)€3€1€ + ((Igbl — a1b3>€3€16]+

[—2(a; — by)eree — 2(agy — by)egee — 2(as — bs)esee]

Donde la ecuacion final L queda igual,

L= 4[((11()2 — a2b1)61626 + (Cblbg — agbl)elegé
+ (Clgbg — a362)62€36 + (CLng — agbg)ezegé
+ (a3b1 — albg)egele + (a3b1 — albg)egelé]

— (a1 — bl>61€é — ((IQ — bg)@geé — (CL3 — b3>63€é]
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(A.13)

(A.14)

Por motivos de simplificar la formula para calculos futuros, se define lo siguiente,

Por lo tanto se simplifica la expresion de la recta L,

L = 4A[fe1eae + Preres€ + Paesese + [aresese + Paesere + Pseseré

— Baeree — Pyesee — Peesee]
1.2 Plano

Un plano se define:

L:P1/\P2/\P3/\n

De (A.5) tenemos:

Py APy = 4(xy A 1g) + 223(21 An) — 2(z1 AR) + 223 (n A xo) — 23(n A R)

—2(R A xy) + 25(n A R)

Se procede a calcular P; A P, A Ps:

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Py APy APy = (4(x1 A o) + 225(01 An) — 2(z1 AR) + 227 (n A 29) — 2F(n A7) (A.19)
—2(R A my) +22(n AR)) A (223 4+ 220 — 7) '
Py APy APy =8(x1 Ay A xs) +4da3(v1 Axg An) —4(x1 Ao AN)

+ 4a3(xy An A x3) + 22523 (zy AnAn) — 223(x1 An AR)

—4(zy AR AT3) —225(x AR AR) + 2(T AR AR)

— 423 (zg An A xg) — 220505 (2o A An) +4ai(ma AnAR)  (A.20)

—2r1(nARAT3) —2223(n ARARN) + 25 (R AR AR)

+4(wy AR A T3) + 225 (20 AR AN) — 2(29 ATLAR)

+275(n A A xs) + xs5(n AR AR) —z5(n AR AR)

Anulando los productos externos donde se repiten términos,

Py APy APy =8(x1 Ay A x3) +4x5(z1 Axg Axs) — 4(x1 A g AR
+4as(zy An A w3) — 223(z1 AnAR)
—4(zy AR A 3) — 225(21 ADAND)
— 4z (x2a An A x3) + dai (e AN AR (A.21)
—2r1(nARAT3) + 2 (nARAR)
+ 4(zg AL A x3) + 225 (T2 ABA D)
+223(n A7 A x3)

Ahora se calcula Py A P, A P3 A n, ademas se retira las expresiones donde el producto
externo contiene términos repetidos:

Pl/\Pg/\Pg/\n:8($1/\:1:2/\x3/\n)—4(:1:1Ax2/\ﬁAn)

- _ (A.22)
—4(zy AnAzzAn)+4(xe AR Az An)
Ordenando los términos se tiene,
PiANPy APy An=8(x1 Axg Az An)+4[(x1 Axo AnAR) (A.23)

—(r1 Axg AnAn)+ (x2 Axg AnAn)

Ahora se expresa esta ultima ecuacion en términos de la base del espacio conforme, se
resuelve primero la expresion (z1 A 25 A x3 An), usando (A.8) tenemos,

HATAN S YA T3 :(a1b263 - (1@()103)61 N ea A e3 + (a2b301 - a3b2C1)61 N es A €3 (A 24)
+ <a3b1C2 — &1[)302)61 N ey N es '

Por lo tanto,
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HATAN WA = WAN 1) :(a1b2C3 + a2b301 + a36102 — agblcg — a3b201 — a1b362)€1 Nea ANes An

Resolviendo (z1 A 22 An A n) se tiene,

TINToANAD :(a1b2 —a2b1)61 Neas AnAn—+ (CLQb3 —a3b2)€2/\63/\n/\ﬁ

A.25
+ (asby — a1bs)es Aeg AnAn ( )
Resolviendo (z1 A 3 An An) se tiene,
1 Axz AnAn=(ajcy — ascr)er Aes AnAn+ (axcs — agca)es ANes Am AR (A.26)
+ (azc; —ajez)es Aeg AnAn '
Y resolviendo (x5 A x3 An An) se tiene,
i) N T3 AnAn :(blcQ — b201)€1 N €9 AnAn-+ (b203 - b302)€2 VAN €3 AnAn (A 27)

+ (bgCl - b103)63 NetAnAn

Por lo tanto la ecuacion (A.23) viene expresada por,

Pl A PQ VAN Pg An :8[(6L1b203 + CLngCl + a3blcg - CL2b103 — a31)201 - a1b302)61 N €9 VAN €3 VAN n]
+ 4[((11[)2 — agbl — a1Cy + ascy + b102 — b201)61 Neas AnAn

A28
+ (CLng — CL3bQ — QoC3 + asCy + bQCg - b302)62 N €3 AnAN ( )
+ (a3b1 — a163 —ascy + ajc3 + b301 — b103>€3 Nepr An A 7_1]
Para simplificar los célculos se toman las siguientes variables:
arbacs 4 azbscy 4 agbicy — asbics — asbacy — aybscs)
a1by — agby — ajco + azep + bicg — byc
102 201 1C2 2C1 162 — bacy) (A.29)

wp = (
wy = (
w3 = (agbs — asby — ascs + ages + bacs — bsca)
wy = (azby — a1bs — azey + ajcg + byep — byes)

Reemplazando n y n en término de las bases se obtiene,

Py NPy NPy An=8wieg Aea Aes An+ 4[—2waeiesee — 2wzesegee — 2woezeree] (A.30)

Por ltimo la ecuacion del plano se expresa como,

Py A Py A Py An =8[wiereseze + wie1e263€6 — wae1e26€ — wyegezee — woegeree]  (A.31)
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1.3 Esfera

Una esfera se define como:

E=P ANP,ANP;\P, (A.32)

Ahora tomando el resultado (A.21), re-ordenando y aplicando factor comin tenemos:

Py APy APy =8(x1 Ay A x3) + 425 (zy Ao An) — 4(zy Ay AR)
+ 4a2 (2o A3 An) — 4(zg A 3 AR)
+ 4a5(z3 Ay An) — 4(wz Axp A7)
+ (223 — 225) (1 An A7)
+ (202 — 223) (22 AN AR)
+ (273 — 22])(z3 An A D)

(A.33)

Ahora se proceda a calcular la siguiente expresion,

Py APy APy APy =[8(x1 Axo Ax3) +4das(zy Axy An) — 4(zy Axg AR)
+ 422 (zy A w3 An) — 4(zy A3 AT)
+4x5(z3 Ay An) — 4(z3 Axp AR)
+ (223 — 223)(z1 An A R)
+ (227 — 223)(z2 AN A R)
+ (225 — 227)(z3 An AR)] A (234 + 230 — 7)

(A.34)

Por lo tanto,

E =16(x1 Axy Awz Axy) +825(01 Ao An A xy) —8(x1 Az ARA T4)
+ 823 (wy Ars An Axy) —8(xa Azs AR A Ty) + 833 (T3 ATt AN A T4)
—8(1:3/\561/\ﬁ/\x4)—|—(4x§—4x§)(:€1/\n/\ﬁ/\x4)+(4x%—4x§)(:1:1/\n/\ﬁ/\x(4g 35)
+ (403 —daD) (w3 An AR A ) + 875 (2 Awy A3 An) — 423 (zy Ay ATLAD) '
—d4x(za Aoz AR AN) —4xi(zs Azy AR AN) —8(x1 Ay Az AR)
—4a3(xy Azy AnAR) — 4t (zo Ars AnAn) —4xs(zs Axy AnAR)

Re-ordenando y haciendon =e+eyn=e —e,
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E =16(x1 A xy A w3 Axy) — 8x3(x1 Ao Ay Ae) — 8x2(x1 Axo Ay AE)
+8(x  Azg Ay Ne) —8(xy Ao Awg NE) — 83 (w9 A s Ay Ae)
— 823 (wy Axs Axyg ANE) + 82 Az Ay Ae) — 8(my Axg Ay AE)
—8x3(zs Awy AwgNe) — —8x5(w3 Ay Ay ANE) + 8(ws Awy Axy Ae)
— 8(z3 A w1 A x4€) + 85 (11 Azo Az Ae) + 83 (w1 Axo ATz AE) (A.36)
—8(:61/\:cg/\xg/\e)JrS(xl/\xQ/\xg/\é) —8(x3 —3) (v Azy Ae NE)
—8(z —ad)(my Ay AeNE) —8(z5 — at) (w3 Aoy Ae AE)
—8(z] — 23 (w1 Aza AeNe) —8(z] — a1)(my A3 Ae AE)
—8(xF —a3) (w3 ATy Ae AE)
Usando el resultado (A.24) y (A.8) se tiene,

E =ap4(1 — 23)(es Aea Aes Ae) — aqog(1 — 23)(e1 Aeg Aes AE)
+ (1 —22) (e Aea Aes Ae) — agag(l — 22)(ey Aea Aes AE)
+ agia(1 —23) (e Aea Aes Ae) — azia(l —x3)(ey Aea Aes A€
+ag(rd —1)(er Aea Aes Ae) — args(z: — 1)(ey Aea Aes AE)
— (23 — 23)[adiz(e1 Aeg Ae A E) + adaz(es Aes Ae NE) + adsi(es Aep Ae A

]

[ )
— (23 — 23)[bdia(e1 A eg Ae A E) + bdys(ex Aes Ae AE)+ bdsi(es Aeg AeAE)
— (25 — 2)[cdia(er Aea A e AE) + cdoz(ea Aes Ae ANE) + cdsi(es Aep Ae AE)]
— (27 — 23)[abia(e; Aea Ae AE) + aboz(ea Aes Ae A€) + absi(ez Aep AeAe)]
— (23 — 22)[bcra(er Aea Ae AE) + beas(ea Aes Ae ANE) +besi(es Aey Ae AE))
— (27 — 23)[caa(es Aea Ae A€) + cazs(ea Aes AeAE)+ casi(es Aey AeAéE))

124 = (a1b2d3 + CLngdl + a3b1d2 — a2b1d3 — CLngdl — albgdg)
934 = (bicods + bacsdy + bscidy — bacyds — bscady — bicsds) (A.37)
314 = (01a2d3 + coasdy + czardy — coards — czasd; — Cla3d2) .
123 = (CleQCg + Gngcl + &3[)102 — a2b1€3 — a3b201 — albgcg)
Y las variables del tipo ads, besy, ete, se expresan con la siguiente notacion,
TYij = TiY; — T;Y; (A.38)

Factorizando y simplificando se tiene,

E = pie1esese + [10e16263€ — [13€1€2€E — [14€2€3EE — [I5€3€1€E (A.39)



Donde,

J251 206124(1 — .CE?;’) + 04234(1 — l’%) + 04314(1 — 33‘%) + 06123(.17i — 1)

pia =0na3(1 + 23) — aros(1 + 23) — cosa(1 + 273) — asia(1 + 23)

M3 :ad12($§ — x%) —+ bdlg(ﬂf% — LU%) -+ Cd12<x§ — x?) + ablg(ﬂfi — x%)
+ beyo (23 — 23) + carp(2? — 23)

pa =ados (w3 — x3) + bdos (] — 23) + cday(23 — 27) + abay(z] — 23)
+ bCQg(QJi — .T%) + COJ23(LUZ2L — Q?g)

s =ads; (v3 — x3) + bdzy (23 — 23) + cdsy (x5 — x7) + absy (v5 — 23)

+ besy (Ii — xf) + cagl(xi — x%)

2 Intersecciones
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(A.40)

En los resultados obtenidos en la parte superior, al calcular las primitivas, se tiene un
escalar que multiplica a una expresion, para efecto de calcular la interseccion, dicho escalar
no influye en el resultado que se quiere obtener, por lo cual se omite en las formulas de las

intersecciones.

2.1 Recta-Recta

A continuacion se procede a calcular la siguiente expresion:

B == (Ll vV L2>* - (ILl) . L2

De la ecuacion (A.16) se tiene,

L1 =(1€162€ + (11 €1€2€ + (a€a€3E + (ao€3€ + (3€3€1€ + (i3€3€1€

— (I4€1€€ — Q5E9€EE — Qlge3EE

L2 25161626 + 516162@ + 6262636 + ﬁ2€2€3é + 6363616 + 5363616

— Byeree — Bsesee — Peesee

Se calcula primero I L,

IL{ =ajejeqeseéerene + apereseseeereqne
+ (rpe1€2€3EE€2€3€ + (a€1€9E3EE€E2€E3E
+ azejeqgezeeesee + agereaezeeesee

— (Y4€1€9€3CECE1CE — (N5C1C9C3CECCILE — (NgC1EC2C3CECEC3EE

Para calcular este producto se usa lo siguiente:

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)



92

€161 = €969 = e3e3 = ee = 1
ee =—1 (A.45)

€Z'€j = —6]'61'

Por lo tanto,

Il =aqjes3e + arese + age1e + aoere + iz + uzese
1 1€3 1€3 2€1 2€1 3€2 3€2 (A.46)

— (¥4€2€3 — (¥5€3€1 — (Xg€1€9

Ahora se calcula el producto interno B = [Lq - Lo,

B = — a1 Bie1e0e3 + a1 Bresee — ay ffaey — i fze1e€ — anffzer + ayByesere
— aqfBsegeze + i flge + aufrereges — arfaes — anfaesee + an fzeq
+ a1 fBzeree + ay Bieze @ — aifseaest + a1 € — azfiesee — asfie;
— apfhereze3 + agflzesee + azfzes + aaflse + anfzereze — anfezere
+ aofies + apffiesce + apfhereses — aaflzes — anfzezee + anfye
+ agfserese — axfBsezere + azfieree + azfier — azfrese — azfaes
— azfzereze3 — azfaerege + azfse + azfeeaese — azfrer — asfieree (A.47)
+ azfBaes + azfresee + azfzereaes — azfieieae + azfse + azfsezese
— ayfrezere — aufiezere + agfae + aufae + aufzereze + auflzereze
— ayfsezee + ayfgezee + asBieseze + asfesez — asBaeiese — asBrerene
+ asfze + asfze + asfiezee — asfseree + agfie + agfre
+ agfaesere + agfaezer€ — agBzeaese — apflzeacze — agBieaee + agfserce

+ agB3ereze3

Simplificando se obtiene,

B =(a2fs — asBy + aufls — asfa)erese + (asfs — a1fs + asf1 — asfs)ezese
+ (184 — s + agfa — aufi)esere + (aofs — azfy + aufls — asfz)erese
+ (385 — @185 + as 1 — asfz)esese + (a1 — azfls + agfla — aufhr)ezere
+ (agBs — asfs)eiee + (aufs — agBa)esee + (asBy — aufs)esee
+ (16 + 2By + a3Bs + ufBa + a5 B3 + agfr)e
+ (186 + 2 fs + a3fs + aufBa + asfBs + agfr)e

(A.48)

o~ o~ o~

De este resultado el término que indica si hay interseccion es,

(16 + aafs + asfs + aufBa + asfs 4 agfBr) (A.49)



2.2 Recta-Plano

A continuacién se procede a calcular la siguiente expresion:

B=(IIVvL)=N)-L

De las ecuaciones (A.16) y (A.30) se tiene,

L :ﬁlelege + 6161626 + ﬁ2€2€3€ =+ 5262635 -+ 6363616 + ﬁgegelé

— Baeree — Bsegee — Peesee

II =wierege3e + wie169e3E — Wae1E2€E — W3Eae3EE — Wak3e1EE

Se calcula 11,

ITI =wiejeqseseéeresese + wrereaeseeereaese
— W9€1E9€L3EEEC1E9CE — W3E1C2C3CECE2E3CE

— Woe1E9€e3eee3€1EE

De donde,

111 =wse1 + Wyl + woez + wie + wie

Calculando B = I1I - L,

B =wsBiese + wyPrese — wifsese — wzPzese — wsBiee — wafrere — wyfree
+ wyBresze + wyflaeze — wyfsee — wafaese — wafaest + wafzere + wyfyee
— wafBsee + wiBreres + wiPaeses + wiPaezer + wiPaer€ + wifseae + wiPsese

— wyBre1e2 — wiBreses — wifsezer + wifiere + wiPsese + wiPeese

Simplificando,

B =(wafs + w1 By — waPr)ere + (waffs + w1 By — wafr)ei€
(w3B1 — wafe + w1 fBs)eze + (w3 — waffy — w1 f5)ese
(—wsBs + wafa + w1 Bs)ese + (—wsfBs + wafly + w1 fBs)ese

(

—w3 B4 — wafls — wafig)ee

Calculando B? se obtiene,

B2 = (wgﬁ4 + W4ﬂ5 + W2ﬂ6>2

93

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

A.55)

(A.56)

(A.57)
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2.3 Recta-Esfera

A continuacién se procede a calcular la siguiente expresion:

B=(EVL)=(IE) L (A.58)
De las ecuaciones (A.16) y (A.39) se obtiene,

L 25161626 + 6161626 + /8262636 + Bgegegé + 5363616 + 5363616

A.59
— Baeree — Bsesee — Peezee ( )
E = piejesese + 9169636 — [13€169€€ — [14€2€3€E — [15€3€1€€ (A.60)
Se calcula I F,
IE = e1e0ezeée1e9€3€ + [19€1€263EEE€1E9€3E — [I3€1€2€36EC1€2EE (A 61)
— [44€1€2€3CECE2E3E€E — [I5€1E2E€3EECE3E1€EE '
De donde,
IE = Ha€1 + Us€o + [U3€3 + o€ + 1€ (A.62)
Ahora se calcula el producto interno B = I E - L,
B =pyfpeze + pafrese — pyBzese — pafzese — pyBzee — psfrere — psBiee
+ p5B2e3€ + 5 P38 — s Pse€ — pzBiese — pzfaese + pzfzere + psBzere A.63)

— pzfsee + pafreres + paBreses + pofseser + pafaei€ + pafsese + poBsese
— pifreres — piPaeses — pifseser + pifaere + pfBsese + iy Beese
Simplificando y agrupando,

B =(p3fs + p1Ba — psBr)ere + (pofs + psfBs — psBi)ere
+ (HaBr + paBs — pafz)eae + (paPi + p2fBs — pafPz)eze
+ (wsBa + 1186 — paBs)ese + (psPz + paBe — pafs)ese (A.64)
+ (1281 — pafr)eres + (B2 — p1B2)eaes + (pafls — 1 3s3)eser
— (paBa + psBs + psBs)ee

Ahora se calcula B2, y se obtiene,
B? = — (usfs + pa B — psB1)” + (2B + psfs — psfr)?
— (B + paBs — p13B2)* + (aBr + paBs — p132)*
+ (15 B2 + 1 Bs — afs)? + (1552 + pofs — pafs)? (A.65)
— (21 — #131)2 — (p2B2 — #132)2 — (p2f3s — M153)2
(

+ (pafBs + psBs + p3fs)?
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2.4 Plano-Plano

A continuacién se procede a calcular la siguiente expresion:

B = (Il VII,) = (I1I,) - I, (A.66)

De las ecuaciones (A.53) y (A.30) se tiene,

]Hl —Ww3e1 + wyes + Wwo€3 + wie + wie (A67)

Hg :)\16162636 + )\16162636 — )\2616266 — )\362636@ — )\263616@ (A68)
Calculando el producto interno B = (I11;) - Il se tiene,

B :u}3)\162€36 + wg)\legegé - u}3)\2€2€é + W3)\463€é - w4>\1€1636 - W4)\16163é
+ W4)\2€1€é — W4)\3€3€é + wg)\lelege + wz)\lelegé + Cﬁ.@)\g@g@é — CL)Q)\4€1€§
) ) ) (A.69)
— wl)\lelegeg — wl)\26162€ — wl)\gegege — wl)\463€1€ + wl)\161€2€3 — wl/\2€162€
- Wl)\362€3€ — wl/\4€3€16
Simplificando,
B :(w4)\2 — OJQ)\4)€1€é + (U.)Q)\g — w;;)\g)egeé + (W3)\4 — W4)\3)€3€é
(CL}Q/\l — wl>\2)€1626 + (u)g)\l — wl/\3)€2€36 + ((U4)\1 — wl)\4)6361€ (A?O)

(CL)2>\1 — wl)\Q)elegé + ((Ug)\l — wl/\3)€2€3é + (w4)\1 — wl)\4)egelé

Ahora se calcula B?,

32 :(w4/\2 — LUQ)\4)2 + (CUQA3 — W3)\2)2 + <W3)\4 — (,L)4)\3)2 (A?l)

2.5 Esfera-Plano

A continuacién se procede a calcular la siguiente expresion:

B=(EVI)=(E)-1I (A.72)

De las ecuaciones (A.62) y (A.30) se obtiene,

IE = Ha€1 + Us€2 + U3€3 + o€ + 1€ (A73)
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IT =wie1eqe3e + wie162638 — Wa1E2EE — W3E9€36E — We3e] e (A.74)

Calculando el producto interno B = (I E) - II se tiene,

B =pwieze3e + [1aw1€2€3€ — [14Wr€2€€E + [14Ws€36E — [5W1€1€3€ — [I5W1€1€3€E
+ Uswal1€€ — UsW3EC3EE + U3W1€1€E2€ + [U3W1€1€2€ + U3W3E2EE — [U3W4e1€EE (A 75)

— [laW1€1€2€3 — [laW2€1€2€ — [laW3€2€3€ — [loWse3€1€ + [11W1€1€2€3 — [L1W2€1€E2€

— H1W3€2€3€ — 1Wae3€e1€

Simplificando se obtiene,

B =(p5w2 — pswa)ere€ + (Usws — flaws)esee + (flaws — [sws)ezee
+ (3w1 — pwsa)erese + (pgwr — pws)esese + (swy — piws)esere
+ (3w — paws)e1e2€ + (pawr — flows)esese + (fswy — Haws)ezere

+ (pawr — powr)ereses

Se calcula B2,

(A.76)

B? =(uswy — pzws)? + (aws — prawa)® + (paws — psws)?
- (M3w1 - M1w2)2 - (M4w1 - M1w3)2 - (Nswl - M1w4)2 (A-77)
+ (pawr — powa)? + (pawr — praws)® + (swi — pows)® — (pwr — paws)?
2.6 Esfera-Esfera

A continuacién se procede a calcular la siguiente expresion:

De las ecuaciones (A.39) y (A.62) se tiene,

E2 = HU1€1€2€3€ + /1126162635 - M3€1€2€é - /,L4€2€3€é - /,L5€3€1€é (A79)

IEl = )\461 + )\562 + )\363 + )\26 + )\15 (ASO)

Ahora se muestra el producto interno B = I E; - E»,

B =pyAiese3e + p1ydae2€36 — Ly A3€2€€ + [y A5€36€ — [i5A1€1€3€ — [isA2€1€3€E
+ pisAze1ee — pisAge3€€ + fizA1€1€2€ + [13A2€1€2€ + lzAs€2e€ — Lz A5e16€ (A.81)

— faA1€1€2€3 — [UaA3€1€2€ — [laA4€2€3€ — [laA5€3€1€ + [i1 Aa€1€€3

— [l1A3e1€2€ — [l1As€2€3€ — [l As€3€1€
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Simplificando se obtiene,

B =(psA1 — p1As)ereze + (pahy — prudg)ezese + (psA — puds)esere
+ (g — paAz)erese + (ftads — piads)ezese + (fs Ao — fiads)esere

2

A .82
+ (,u5>\3 - ug)\5)€1eé + (/Lg/\4 - ,u4>\3)€26§ + (LL4/\5 - /L5/\4)€3eé ( )
+ (1A — paAy)ereqes
Calculando B? se obtiene,

B =— (#3/\1 - Ml)\3)2 - (H4)\1 - #1/\4)2 - (M5)\1 - ,Ul)\5>2

+ (3h2 — p2A3)” + (ada — p2da)” + (s e — fi2)s) (A.83)

+ (sXs — p3As)® + (Hsha — p1ars)® + (ads — psAa)’ .

— ( )

H1Ag — fia A1

3 Rotaciéon

Del capitulo II tenemos la siguiente expresion para rotar un punto alrededor del origen,

X' = RXR (A.84)

Donde Ry R se definen como,

R = cos(a)) — BSen(a)

. (A.85)
R = cos(a) + BSen(a)
Y donde X es igual,
X=2z+2’n—-n (A.86)
T = aie; + ag€g + ases (A87)

Para resolver los problemas planteados en la tesis, solo se necesita rotar en los 3 ejes
principales x,y, z, en este caso se muestra el calculo para rotar alrededor de y, es decir,
B = e3 N\ e; = eze;. Tomando la ecuacion (A.84) se tiene,

X' = (cos(a) — BSen(a)) X (cos(a)) + Bsen(a))
= (cos(a) X — BSen(a)X)(cos(a) + Bsen(«)) (A.88)
= Xcos*(a) — BX Bsen?(a) + (X B — BX)sen(a)cos(a)
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Para simplificar el calculo, se calcula por separado cada término, empezando por

Xcos*(a),

Xcos*(a) = 2zcos®(a) + x*ncos®(a) — nicos* ()

Ahora se calcula —BX Bsen?(a),

—BX Bsen?*(a) = —2BxBsen®(a) — BnBxz?sen®(a) + BnBsen?(a)

Ahora, B = egeq, por lo tanto,

—BX Bsen?(a) = —2esejwese;sen’(a) — eseq (e + €)esex’sen’(a)

+ ezei(e — €)ezersen?(a)

= —2ezejwesersen’(a) — (esereese; + eseréeser)r’sen?(a)

+ (esereese; — eseiéeser)sen?(a)

= —2ezejzesersen’(a) — (eseresere + eserese ) r’sen?(a)

+ (eseresere — eseiese €)sen?(a)
= —2ezejzesesen’(a) — (—e — &)z?sen?(a)
+ (—e + €)sen*(a)
—BX Bsen?(a) = —2ezejweze; sen®(a) + nx’sen’(a) — nsen’(a)

Ahora se calcula (X B — BX)sen(a)cos(a),

(XB — BX) = (2x + 2°n — n)ese; — ezer (20 + 2°n — n)
= 2xese; + x2n6361 — nese; — 2eze1x — $2€3€1n + esen
= 2wese; + a2 (eese; + 3esey) + (eese; — éesey) — 2eselw
— 2%(egere + e3e18) + esere — ezl

= (2zeze; — 2ezerx)sen(a)cos(a)
Retornando a (A.88) se tiene,
X' = 2zcos*(a) + x*ncos?(a) — ncos’e + € — 2eseiwese; sen’(a)
+ nz?sen’(a) — nsen®(a) + (2wese; — 2ese x)sen(a)cos(a)
Simplificando,

X' = 2[xcos*(a) — ezerxesersen’(a) + (zeze; — ezerx)sen(a)cos(a)]
+ 2°n — n+

(A.89)

(A.90)

(A.91)

(A.92)

(A.93)

(A.94)
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De esta ultima expresion se tiene, que el punto rotado se obtiene al resolver ' =
[zcos? (o) — ezerwesersen® () + (zesey — ezerw)sen(a)cos(a)]. El céleulo de esta expresion

da como resultado,

7' = ei[arcos?(a) — aysen?(a) + 2assen(a)cos(a)]
+ €9
+ eslazcos® (o) — azsen®(a) — 2a;sen(a)cos(a)]

Si se quiere rotar alrededor de x, es decir, B = e3 A es, se obtiene,
/
r = €1

+ eplagcos® () — agsen®(a) + 2azsen(a)cos(a)]

+ esfazcos® (o) — azsen®(a) — 2assen(a)cos(a)]

Y por ultimo rotando alrededor de z, es decir, B = e; A es, se obtiene,

7' = e1]aicos®(a) — arsen’(a) + 2azsen(a)cos(a))
+ esagcos® (o) — agsen?(a) — 2a;sen(a)cos(a)]
+e3

4 Reflexion

A continuacién se calcula la siguiente expresion:

L'=LPL

Donde L' es la recta L reflejada en el plano P.

L = 4[f1e1eae + Brerese + Paesese + [aesese + Piesere + Psesere

— Baereé — Pyeqee — Pgesee]

P :8[w16162636 + W1€1€9€3E6 — Wo1E2€E — W3E2€3EE — Wol3Ee1ee

Se calcula primero PL,

(A.95)

(A.96)

(A.97)

(A.98)

(A.99)

(A.100)
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PL =wyfre1esezeeie0€ + wy fPreresezeeres€ + wy Paereseseesese
+ w1 Baerege3eesese + wyPeresezeesere + wyPieresezeese e
— wyfaerese3ee1e€ — w1 f5e162e36e2€E — W1 Pse1e2€3EE36E
+ wyf1e1e96e3€e 606 + w1 1e16963E€1€2€ + W Pae1eaezeesese
+ w1 Bae1e0e3€ere3e + wy Paereaezeesere + wy fPzeregezeeser e
— wyfe1e0e3E€16€ — W1 P5e162€3E€2€E — W1 Pge1E2€3EE€3€E
— wof1e160eee 96 — Wy f1€1€69€E€162€ — W Pae1e0eEEs€E3€
— woBaere9eBe9e3E — waI3e1eaetesee — wofzeieaeeese, e (A.101)
+ WoBae1€9€€€1€€ + Wo B5e1E26Ee2E + Wofge1eaeEe3EE
— w3fegeseeerege — wyff1esezeeeren — w3 faeaeseesese
— w3 faeae3eeseze — wszese3eEe3616 — W3I3ee36E6361€E
+ w3 Baeaeze€e1e€ + w3 fseaeseeesce + wsfgeaeseeesee
— wyfrezereeerege — wyfl1ezeeeeren — wyfaezereeesese
— W462€3€1656263é — W4ﬁ3€361€é€3€16 — w46363€1€é€361(§

+ wyfezereeere + wyfsezereeesce + wyfeezerceesee

PL = —wiBies — wifiesee — wifae; — wyfaeiee — wyfzer — wifzegee
+ wiBaeze3€ — wiPse1€3€ + wyFge1€2€ + wyBrezee + wiBies + wiPaeree
+ wifaer + wiBzezee + w1 fzes + wifiesesze — wiPserese + wiPeerese
—wyf1€ — wabie — wyflaeze1€ — walaezere + waBzeae3€ — woBzesese
— wyflses + waflser + wolfgereaes + wafiezere + wsfiezere — wyfre
— wzfhae — wsfBze1e0€ — wafBzerese + waBiereses — wafses + wafser
— wyfege3€ — wyPreseze + wyPaerese + wybaerese — wy B3 — wyflze

+ wafses + wyfsereaes — wafser

(A.102)

Simplificando y factorizando,

PL =(wyfB5 — wabs)er + (w3fls — waBa)ea + (wafls — wsfs)es
— (w21 + w3y + waflz)e — (woB1 + wsfBa + wiBs)e + (w1 s — w3z + wafla)erese
+ (w181 + wafls — waPh)ezese + (W1 Bs — wafBs + w3f)esere (A.103)
+ (w186 — wsBs + w452)€1€2€ + (W1 B4 + wafls — waf)esese
+ (w185 — wafa + w3Bi)ezere + (wafls + w3 s + wafs)erezes

Ahora se calcula L' = PLP,
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L' =wy (wafls — wafls)ezese + wi(wafs — wafls)eaese — wa(wafls — wafs)esee
— ws(wafBs — wafs)eresesee + wy(wafs — wafs)esee — wi(wsfs — wafls)eiese
— wi(w3fs — waBs)erest + wy(wsfs — wabs)erel — wa(wsfs — waBy)ese
— wy(wsfBs — wafs)eresesee + wi(wiBs — wsfs)erese + wi(wafby — wafs)erese
— wa(wy By — wsfs)ereseset + w3(wyfy — wsfs)esee — wy(wafy — wafls)erce
wi(wafi — w3z + waBs)ereses + wi(wafi — wafa + wifs)erezesee
+ wa(woB1 — w3y + wafBz)erese + wa(waffi — w3fla + wyflz)esese
+ wy(weBr — w3y + wifs)eserl — wi(wafft — w3y + wyflz)erezesee
— wi(wafi — w3fa + wibs)erezes + wa(waf — w3fPa + wifs)ereze
+ ws(woB1 — w3y + wifs)esese + wy(wefi — wafl + wafls)esere
+ wi (w1 fBs — wafBs + wafba)es 4+ wi(wifBs — wafBs + wifBa)esee
+ wa(w1fBs — wafBs + wifBz)e + wy(wifs — wafls + wafz)esere
— wy(w1Ps — w33 + wyfa)ezese + wi(wi By + wafls — wafPr)er
+ w1 (w1 By + wefBs — wafr)ere€ — wa(wi By + wsfs — wyPr)esere
+ w (w1 By + wafs — waBr)e + wy(wi1Bs + wsfs — wiBr)ereqe
+ wi(w1Bs — we Bz + wsPr)ea + wi(wifs — waBa + w3 )esee
— wa(w1Bs — wa By + wsBi)eses — wa(wifls — wafls + w3fh)erese

( )
( )
( )
( )
( )e
( )
( )
( e (A.104)
( )

( )

+ wi(w1 5 — wafa + w3fr1)e — wi(w1fs — wsfls + wafa)esee

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

(S

186 — w3Bs + waPa)es + wa(wifs — w3fs + wafa)e

w16 — wsfBs + wafz)esere — wa(wi Bs — wafis + wafa)esese
w1 B4 + wafls — wibr)eree — wi(wi1fy + wafls — wafr)er

— wo (w1 B + wafBs — waPhr)esere + ws(wi By + wafls — wafbr)e

+ wy

€

+ ws

(S

181+ wafts — wabr)erese — wi(wifs — wafBe + w3 fi)ezee
185 — wafla + waBh)ea + wa(wifBs — wafBa + w3fi)eseze
— ws(w1fBs — wa s + wsfr)erese + wi(wifls — wafls + w3fh)e

— wi(wafls + w3 By + wafls)e — wi(wafBs + w3 B + wibs)e

+ wa(woBs + w3 By + wafs)esee + wz(wafs + wafs + wafs)eree
+ wa(w2f6 + w3fs + wabs)esee

S

Anulando términos y simplificando se tiene,

L' =[ws(wsfs — wafs) — wa(wafs — wsBs) + ws(wafs + w3fs + wafls)]eree
+ [—wa(wafBs — wyfs) + ws(wafs — wsfs) + wa(wefs + w3 By + wafs)]esee (A.105)
+ [wa(wafBs — wafs) — ws(wsfs — wafls) + wa(wafBs + w3Bs + wafs)|esee

El vector reflejado L’ en R3, es el vector,
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L :[W2<W356 - W2ﬁ4) - w4(w4ﬁ4 - wsﬁs) + Ws(wﬁﬁ + w3 + w455)]61
+ [—w2(wefs — wiafs) + wi(wafy — w3fs) + walwafBs + wsfs + wabs)]ea (A.106)
+ [wa(wafBs — wafs) — w3(wsfs — wafls) + wa(wafBs + w3Bs + wafs)]es
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APENDICE B

CAPTURAS DE PANTALLA

En este apéndice se presentan unas capturas de pantalla de las intersecciones realizadas.

GPU
O Loop

trar Info

Figura B.1: Interseccion Malla Bunny - Segmento de Recta
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Funta 1

- —

FPuntg 2

Figura B.2: Interseccion Malla Bunny - Tridngulo

Radio

Figura B.3: Interseccion Malla Bunny - Esfera
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Funta 1

> —

Puntg 2

Figura B.5: Interseccion Esferas - Tridngulo
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OLa
a %s:tra.r Infa

=

< Interseccion 1.0

Figura B.7: Interseccion Esferas - Esferas
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